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Capı´tulo 1
Marco Teo´rico
L
a presente investigacio´n, parte de los resultados obtenidos por Esteban ([12]),
en su tesis doctoral. Este hecho es muy significativo, pues generalmente
las investigaciones que se realizan en Educacio´n Matema´tica, por distintas
razones, no llegan a los alumnos, quienes deben ser los directamente
beneficiados con los resultados obtenidos en los proyectos de investigacio´n de este tipo.
El presente Cap´ıtulo, se exponen algunas de las teor´ıas del aprendizaje, que tienen
como objetivo primordial, ayudar a los alumnos involucrados dentro de un proceso
educativo, bien sea, a mejorar la forma de resolver problemas o como avanzar en su
forma de razonar frente a un concepto espec´ıfico; es en esta u´ltima forma, donde se
situ´a el modelo educativo de van Hiele, que debido a su composicio´n ha permitido
realizar diversos estudios fuera de su a´rea ba´sica de aplicacio´n. As´ı mismo, se propone
la utilizacio´n de los mapas conceptuales para detectar, analizar y evaluar el lenguaje
empleado por los alumnos, debido a que este, es un factor esencial en el momento de
verificar si un alumno ha avanzado o no en su nivel de razonamiento.
1.1. La Educacio´n Matema´tica
La Educacio´n Matema´tica construye explicaciones teo´ricas, globales y coherentes
que permiten comprender el feno´meno educativo que surge en relacio´n con la ensen˜anza
y el aprendizaje de las matema´ticas. Para lograr esto, se deben adaptar y desarrollar
nuevos me´todos de estudio y de investigacio´n, as´ı como encontrar formas propias
de contrastar los resultados teo´ricos con la realidad. La Educacio´n Matema´tica, no
se centra exclusivamente en problemas dida´cticos, sino que trata de “entender la
naturaleza del pensamiento matema´tico, su ensen˜anza y aprendizaje, y usar tales
comprensiones para mejorar la instruccio´n de esta ciencia” ([22], p. vi), adema´s, si
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se le compara con otras disciplinas, “es un campo relativamente joven con sus propias
caracter´ısticas, historia, metodolog´ıa, trabajo y organizacio´n profesional” ([48], p. 431).
Su desarrollo, en las u´ltimas tres de´cadas, se debe a los grupos de investigacio´n en esta
a´rea en todo el mundo, dedicados a estudiar los problemas asociados a la ensen˜anza y al
aprendizaje de las matema´ticas, as´ı como al desarrollo de productos de “aplicacio´n” de
los resultados de las investigaciones que contribuyen a la solucio´n de estos problemas,
es por esto, que en este mismo periodo, la profesionalizacio´n de los educadores de la
matema´tica, se ha visto estimulada por las reformas de la ensen˜anza de las matema´ticas
emprendidas en distintos pa´ıses, particularmente en Ame´rica y en Europa. Barrantes
y Ruiz ([61]) reconocen esta influencia de la siguiente manera:
Lo ma´s significativo que debemos citar de la historia de la reforma y de
la Educacio´n Matema´tica de los u´ltimos treinta an˜os es la creacio´n de una
nueva profesio´n o, mejor dicho, de nuevos profesionales especialistas: los
educadores de la matema´tica.
En este mismo sentido, continu´an diciendo: No es que no haya habido
educadores de las matema´ticas antes (lo que es evidente), lo que deseamos
subrayar es que, en los u´ltimos treinta an˜os se ha dado una verdadera
profesionalizacio´n de la ensen˜anza de las matema´ticas, que ha avanzado
desigualmente en las diferentes latitudes. Cada d´ıa se progresa en la
fisonomı´a de esta disciplina que antes se llego´ a concebir como matema´ticas
de menor nivel o, muchas veces, como una especie de embutido de
matema´ticas y dida´ctica sin plena articulacio´n. Puesto en otros te´rminos:
se ha avanzado extraordinariamente en la construccio´n de una aute´ntica
comunidad cient´ıfica y acade´mica en torno a la educacio´n matema´tica.
As´ı mismo, el te´rmino Educacio´n Matema´tica recuerda que estamos tratando con
una disciplina, que tiene un pie puesto en el terreno de la educacio´n y el otro en
el de la matema´tica, lo cual implica que el a´mbito de estudio de la investigacio´n
en esta disciplina se centra en clarificar, mediante trabajos de tipo teo´rico y de
tipo experimental, los procesos que ocurren en la ensen˜anza y el aprendizaje de las
matema´ticas y en desarrollar estrategias docentes que tomen en consideracio´n los
factores que influyen en estos procesos, segu´n Esteban ([12], p. 6), estos son:
1. Aspectos que son espec´ıficos de las matema´ticas (tanto en a´reas del conocimiento
como en su me´todo, tal como demostraciones, definiciones, etc.).
2. Factores cognitivos (resolucio´n de problemas, errores conceptuales, etc.).
3. Factores psicolo´gicos, ambientales o metodolo´gicos (tales como la motivacio´n, la
visualizacio´n de los conceptos, las clases, trabajos en grupo, uso de tecnolog´ıa o de
material escrito, etc.).
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4. Propuestas de cambio (individuales o institucionales, de programas, de contenidos,
etc.).
5. Factores culturales (procedencia cultural o social, influencia de factores extra
escolares, etc.).
Pero, el tratar de dar respuesta a la pregunta ¿que´ quiere decir que la Educacio´n
Matema´tica este´ simulta´neamente asentada en la educacio´n y en las matema´ticas?,
dos campos de estudio aparentemente ajenos e independientes, la respuesta se debe
presentar en te´rminos de su propia actividad, es decir, que las preguntas de investigacio´n
que plantea el educador de las matema´ticas acerca de la educacio´n esta´n, por
naturaleza, siempre cargadas de contenidos matema´ticos, y que las preguntas que
elabora sobre la matema´tica contienen, de manera inherente, un intere´s educativo.
Esta caracter´ıstica hace a los investigadores en Educacio´n Matema´tica, distintos a los
matema´ticos y a los educadores, al tiempo que los habilita como interlocutores de
ambos.
A partir de esto, es preciso reconstruir, aunque de manera breve, como evolu-
cionaron estas caracter´ısticas, para as´ı poder explicar y relacionar su funcionamiento
dentro del entorno nacional.
1.1.1. Antecedentes y fundamentos de la Educacio´n
Matema´tica
La ensen˜anza de las matema´ticas esta influenciada por diversos movimientos que
han sugerido cambios, tanto en los contenidos, como en la forma de su ensen˜anza. En
los an˜os 60 y 70 la llamada new math ([25], p. 15) o “matema´tica moderna” propuso
hacer e´nfasis en las estructuras abstractas y en el lenguaje formal de las matema´ticas
desde los niveles ba´sicos, sin embargo, desde su inicio se comenzo´ a percibir que muchos
de los cambios introducidos no hab´ıan arrojado los resultados esperados; es as´ı como a
comienzos de los 70 el movimiento back to basics ([25], p. 16) o “regreso a lo ba´sico”,
brindaba mayor importancia al manejo de las operaciones elementales con los nu´meros
enteros, fraccionarios y decimales, sin embargo, tampoco mejoro´ el aprovechamiento
de los alumnos, ya que aunque se obten´ıan muy buenos resultados nume´ricos, estos
mismos no eran entendidos dentro de situaciones concretas, lo que indicaba falta de
sentido, significado y comprensio´n a las respuestas nume´ricas obtenidas.
Es por eso, que tanto en el movimiento llamado“matema´tica moderna”, como en el
denomiado“regreso a lo ba´sico”, aunque permitian que los alumnos desarrollaran ciertas
formas de operar con las ideas matema´ticas, realmente no mostraban comprensio´n de
esta disciplina, que tiene entre sus principales caracter´ısticas ayudar a desarrollar el
razonamiento del alumno y su aplicacio´n a otras ramas del saber.
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A continuacio´n, se mostrara´ cual fue el enfoque propuesto para superar estas
limitaciones a trave´s de la llamada “Renovacio´n Curricular” en Colombia.
Renovacio´n curricular en Colombia
De acuerdo con los Lineamientos Curriculares de Matema´ticas, el proceso de
renovacio´n curricular, pretende la superacio´n de las limitaciones anteriormente descritas
y ha sido uno de los programas de largo plazo del Ministerio de Educacio´n Nacional
Colombiano (MEN), con ma´s de 20 an˜os de disen˜o, experimentacio´n, revisio´n y
aplicacio´n gradual. Este proceso se planteo´ de la siguiente manera:
. . . se selecciono´ los aspectos positivos que ten´ıa el enfoque conceptual de la
matema´tica moderna sin caer en ensen˜ar lo´gica y conjuntos, y ofrecer esos
criterios teo´ricos que permitieran la toma de decisiones.
Para la preparacio´n de sus clases el marco teo´rico del programa propuso al
maestro enfocar los diversos aspectos de las matema´ticas como sistema y no
como conjuntos. Esto se llamo´ “enfoque de sistemas”1 y propuso acercarse
a las distintas regiones de las matema´ticas, los nu´meros, la geometr´ıa,
las medidas, los datos estad´ısticos, la misma lo´gica y los conjuntos
desde una perspectiva sistema´tica que los comprendiera como totalidades
estructuradas, con sus elementos, sus operaciones y sus relaciones.
El enfoque del programa tambie´n propuso al docente distinguir cuidadosa-
mente entre el sistema simbo´lico (que se escribe, se pinta o se habla), el
sistema conceptual (que se piensa, se construye, se elabora mentalmente)
y los sistemas concretos (de donde los nin˜os pueden sacar los conceptos
esperados).
La sugerencia pedago´gica del programa es la de explorar los sistemas
concretos que ya utilizan los nin˜os, para partir de ellos hacia la construccio´n
de los sistemas conceptuales respectivos; cuando ya se ha iniciado la
construccio´n de este, el mismo alumno puede desarrollar sistemas simbo´licos
apropiados, aprender los usuales y au´n traducir de unos sistemas simbo´licos
a otros ([25], pp. 16 - 17).
En la actualidad, este proceso continu´a pero desde perspectivas mucho ma´s amplias
de las planteadas anteriormente. Ahora el papel de las escuelas filoso´ficas; el Platonismo,
el Logicismo, el Formalismo, el Intuicionismo y el Constructivismo, tienen en cuenta
1Para ampliar la visio´n del enfoque de sistemas puede consultarse en el “marco general de la
propuesta de renovacio´n curricular de matema´ticas”, en “Un nuevo enfoque para la dida´ctica de las
matema´ticas”, Vol. I y II, de la serie Pedagog´ıa y curr´ıculo del MEN.
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tanto aspectos externos (la historia, la ge´nesis y la pra´ctica de las matema´ticas), como
aspectos internos (el ser y el conocer), que atienden, segu´n el MEN ([24], p. 17) al
llamado de la educacio´n activa y participativa, yque promueven en el estudiante la
capacidad cr´ıtica, reflexiva y anal´ıtica para fortalecer el avance cient´ıfico e investigativo.
Otro proceso que se ha perfeccionado a trave´s del tiempo es la evaluacio´n en
educacio´n, en particular en la Educacio´n Matema´tica, a continuacio´n sa hara´ una
descripcio´n sobre el desarrollo de este concepto y como incide en los procesos actuales
de ensen˜anza y de aprendizaje.
1.1.2. La evaluacio´n en matema´ticas
La evaluacio´n se conformo´ histo´ricamente como una forma ideal de seleccio´n y
control, siendo empleada como un instrumento de medicio´n para poner etiquetas a los
individuos, con ella, se trato´ de concretar formas de control individual y se extendio a
formas de control social.
El significado de la evaluacio´n ha evolucionado, en los u´ltimos an˜os, desde los
juicios realizados por el profesor sobre los estudiantes a partir de la obtencio´n de un
logro, hasta un intere´s por proporcionar informacio´n para apoyar un programa, es por
esto que la evaluacio´n no tiene sentido si no es dentro de un curr´ıculum, ya que este
tiene incidencia inmediata sobre los estudiantes y los profesores, planteando un enfoque
de trabajo directo en el aula.
En el Siglo XX, el proceso evaluativo aparece como actividad y te´cnica cuyo nombre
fue examen, que pretend´ıa valorar los conocimientos que pose´ıan los alumnos despue´s
de la ensen˜anza impartida, considera´ndose, inclusive, como un acto cohercitivo para
el alumno. En este mismo siglo, aparece el te´rmino test2 reemplazando al de examen.
El test es considerado, como un instrumento cient´ıfico va´lido y objetivo, que puede
determinar una infinidad de factores psicolo´gicos de un individuo, como la inteligencia,
las aptitudes e intereses y la capacidad de aprendizaje.
Simulta´neamente, la evaluacio´n en educacio´n, se ha desarrollado al amparo
de la psicolog´ıa experimental y se le concibe como una actividad sistema´tica
integrada al proceso educativo, y su finalidad es optimizar el mismo, propiciando la
ma´xima informacio´n para mejorar este proceso, reajustando los objetivos, revisando
cr´ıticamente planes, programas, me´todos y recursos; facilitando la ma´xima ayuda y
orientacio´n a los alumnos y profesores. Permitiendo elevar la calidad y el rendimiento
del aprendizaje. Segu´n Acevedo ([40], p. 128),
2Se entiende por Test, una prueba objetiva y estandarizada que proporciona informacio´n
cuantificable e independiente sobre determinadas caracter´ısticas de una persona. Su interpretacio´n
se basa en la comparacio´n de las respuestas con otras ya establecidas como referencia.
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. . . Hemos de considerar la evaluacio´n como parte integral del proceso
educativo, que implica una concepcio´n de la pra´ctica como un seguimiento
permanente al proceso de aprehensio´n de una cultura ba´sica. La evaluacio´n
tiene, desde luego, una funcio´n pedago´gica; a partir de ella se reconocen
cambios surgidos en el proceso que permiten regular, valorar el trabajo
escolar, determinar el grado de apropiacio´n de conceptos y procedimientos,
parcialmente consolidados, para proponer revisiones y reelaboraciones.
As´ı mismo, retomando el principio que se propone The Assesment Principle del
National Council of Teachers of Mathematics, citado por Acevedo ([40], p. 128 - 129):
“si la evaluacio´n es parte integral del trabajo en el aula de matema´ticas, debe contribuir
significativamente a que todos los estudiantes aprendan matema´ticas”, adema´s, Acevedo
advierte que la evaluacio´n en matema´ticas,
. . . debe reflejar la matema´tica que “todos” los estudiantes deben conocer
(conocimientos fundamentales) y deber´ıa abordar tanto la “comprensio´n de
los conceptos” como el “uso con significado” de procesos, procedimientos y
herramientas, teniendo en cuenta los diferentes ritmos de los estudiantes
para acceder a los distintos significados, aproximaciones, representaciones
y estrategias diversas. La evaluacio´n debe considerar aproximaciones
mu´ltiples.
Bajo esta perspectiva, la concepcio´n que en esencia se predica es que saber
matema´ticas, es hacer matema´ticas. Esta concepcio´n implica, para la evaluacio´n, el
prestar ma´s atencio´n a los procesos y no so´lo a los resultados y obliga, segu´n Acevedo
y Garc´ıa ([55], p. 94), a “reexaminar de manera significativa la funcio´n social de la
Educacio´n Matema´tica, los contenidos, la ensen˜anza y el aprendizaje e indudablemente
los principios con los que se aborda el proceso de evaluacio´n”.
En la presente investigacio´n, se entiende la evaluacio´n como la comprensio´n
conceptual que involucra procesos de razonamiento, los cuales permiten que los alumnos
apliquen los conceptos con intencio´n y criterio, ma´s que como un mero desarrollo
meca´nico de habilidades.
1.2. Teor´ıas del Aprendizaje
Es claro que la educacio´n, en especial la Educacio´n Matema´tica, como ciencia, como
arte, y como conjunto de acciones tendentes a transformar, necesita apoyarse en alguna
teor´ıa psicolo´gica del aprendizaje. Sin embargo, no puede realizarse una transferencia
meca´nica desde los principios psicolo´gicos a las determinaciones normativas de su
dida´ctica. Segu´n Gimeno y Pe´rez ([60], p. 36),
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. . . la mayor´ıa de las teor´ıas del aprendizaje son modelos explicativos que
han sido obtenidos en situaciones experimentales, y hacen referencia a
aprendizajes de laboratorio, que so´lo relativamente pueden explicar el
funcionameinto real de los procesos naturales del aprendizaje incidental
y del aprendizaje en el aula. E´stas teor´ıas deber´ıan afrontar estos procesos
como elementos de una situacio´n de intercambio, de comunicacio´n, entre el
individuo y su entorno f´ısico y sociocultural, donde se establecen relaciones
concretas y se producen feno´menos espec´ıficos que modifican al sujeto.
Sin embargo, la dificultad de comprender los problemas de aprendizaje del sujeto,
no son enfrentados por todas las teor´ıas del aprendizaje con la misma pretensio´n de
aproximacio´n a la situaciones naturales vividas en el aula.
A continuacio´n, se resen˜an algunas de las principales teor´ıas del aprendizaje que se
desarrollaron en el Siglo XX. La caracter´ıstica principal es que presentan un esquema
jerarquizado o semi-jerarquizado en el proceso de la adquisicio´n del conocimiento.
1.2.1. J. Piaget
En sus trabajos, Piaget muestra, en el sentido ma´s amplio, que los cambios
intelectuales y cognoscitivos en el individuo son el resultado de su desarrollo. Su
“hipo´tesis” general es que el desarrollo cognoscitivo es un proceso coherente de cambios
sucesivos y cuantitativos en las estructuras cognoscitivas, y que cada estructura con
su cambio correspondiente se deriva lo´gica e inevitablemente del anterior. Las nuevas
estructuras no sustituyen a las anteriores, sino que se incorporan a ellos amplia´ndolas,
lo que produce un cambio cualitativo.
Piaget afirma que el conocimiento se desarrolla a base de una construccio´n
ordenada de estructuras intelectuales que regulan los intercambios del sujeto con el
medio.
Piaget, conceptu´a el desarrollo como un proceso ininterrumpido dentro de un
continuo y que los cambios en el desarrollo intelectual, adema´s de paulatinos, nunca
son abruptos3. Desde este punto de vista, para poder conceptuar el crecimiento
cognoscitivo, es necesario dividir el desarrollo intelectual en cuatro grandes etapas o
estadios de pensamiento. Segu´n Piaget ([29], pp. 229 - 254), las cuatro etapas son:
Etapa de la inteligencia sensomotora: En esta etapa, la conducta del
nin˜o es en esencia motora. El nin˜o au´n no representa internamente los
acontecimientos o feno´menos ni razona mediante conceptos, aunque en
su desarrollo cognoscitivo puede verse conforme elabora sus esquemas.
3Esta es la nocio´n de Constructivismo adoptada por Piaget a lo largo de sus diferentes trabajos.
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Etapa del pensamiento preoperativo: Esta etapa se caracteriza por el
desarrollo del lenguaje y de otras formas de representacio´n y de ra´pido
desarrollo conceptual. Durante esta etapa el desarrollo es prelo´gico o
semilo´gico.
Etapa de las Operaciones concretas: En esta etapa el nin˜o desarrolla
la capacidad de aplicar el pensamiento lo´gico a problemas concretos.
Etapa de las operaciones formales: En esta etapa, las estrucruras
cognoscitivas del nin˜o alcanzan su ma´ximo nivel de desarrollo y
adquiere la capacidad de aplicar el razonamiento lo´gico a toda clase
de problemas.
Esencialmente, la teor´ıa de Piaget es:
Gene´tica: En cuanto los procesos superiores surgen de mecanismos
biolo´gicos, arraigados en el desarrollo del sistema nervioso del
individuo.
Maduracional: Porque cree que los procesos de formacio´n de conceptos
siguen una pauta invariable a trave´s de varias etapas o estadios
claramente definibles cuando aparecen en determinadas edades.
Jera´rquica: En cuanto las etapas propuestas tienen que experimentarse y
atravesarse en un determinado orden antes que pueda darse ninguna
etapa posterior de desarrollo.
Piaget sostiene, adema´s, que tres factores son de especial importancia para asegurar
la aparicio´n de las etapas del desarrollo cognoscitivo. Son ellos:
1. Los factores biolo´gicos que explican la regularidad e inevitabilidad de
las etapas o estadios que postula, de la misma manera como vemos
aparecer las caracter´ısticas sexuales durante un determinado per´ıodo
evolutivo de los varones y las nin˜as, antes que se los pueda llamar
adultos maduros.
2. La transmisio´n educacional y cultural que, segu´n Piaget, explica las
diferencias en las edades cronolo´gicas en que aparecen sus estadios al
pasar de un individuo a otro.
3. Las actividades a que se dedican los nin˜os. Piaget tiene una visio´n
“activa”, no “pasiva”, del papel que desempen˜an los nin˜os en su propio
desarrollo. La actividad motriz autodirigida del nin˜o la ve como una
necesidad de desarrollo cognoscitivo. La ocupacio´n anterior de Piaget,
en biolog´ıa y lo´gica, se refleja en el amplio uso del lenguaje te´cnico de
esas ciencias.
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Finalmente como observa Tall ([35], p. 8), “es dif´ıcil aplicar la teoria de los cuatro
estadios a la ensen˜anza de las matema´ticas en la escuela secundaria, debido al probre
desempen˜o de los estudiantes en el nivel abstracto de las operaciones lo´gicas, que segu´n
Piaget, es alcanzado por los nin˜os en su adolescencia temprana”4.
Es importante resaltar, que los diferentes trabajos de Piaget, han servido como
base teo´rica para diversos trabajos de investigacio´n en a´reas tan diversas como lo son
la psicolog´ıa, la sociolog´ıa, la educacio´n, la epistemolog´ıa, la economı´a y el derecho y
es el fundamento para el desarrollo de nuevas te´orias del aprendizaje.
1.2.2. G. Polya
Polya, en su libro, “Co´mo Plantear y resolver Problemas”, establece que las
formalidades de una prueba matema´tica y su derivacio´n tienen poco que ver con
el trabajo real de resolver problemas en matema´ticas. Adema´s, discute el potencial
de los me´todos heur´ısticos como descomponer el problema en subproblemas, resolver
problemas ma´s simples que reflejen los aspectos o caracter´ısticas del problema principal,
usar diagramas para representar un problemas en formas diferentes, y examinar casos
especiales para tener una idea del problema.
La forma heur´ıstica identificada por Polya, se enmarca en comunicar su propia
experiencia al resolver problemas, compartiendo adema´s la idea de que las estrategias y
preguntas de un experto podian ser modeladas por los docentes en el salo´n de clase. As´ı,
el trabajo de Polya se desarrollo´ alrededor de la resolucio´n de problemas matema´ticos e
identifica cuatro fases5 fundamentales para la resolucio´n de problemas, donde el me´todo
heur´ıstico juega un papel importante.
Las fases para la resolucio´n de problemas, segu´n Polya ([30], pp. 28 - 35), se
presentan de una forma general de la siguiente manera:
Comprensio´n del problema. En esta fase del problema se ubican las estrategias que
ayudan a representar y enterder las condiciones del problema.
Concepcio´n de un plan. En esta fase se recomienda pensar en problemas conocidos
que tengan una estructura ana´loga a la que se quiere resolver y as´ı establecer un
plan de resolucio´n.
4Esta, es la traduccio´n presentada por de la Torre([9], p. 6) del siguiente pa´rrafo “A difficulty of
applying such theory to college mathematics teaching is that many -probably most- college students
are not able to perfom at the abstract level of formal aperations, which Piaget reported occurring in
children during their early teens.”
5No se debe confundir el te´rmino “fases” en el desarrollo de la teoria de Polya, con el te´rmino “fases
de aprendizaje”presentado en el modelo educativo de van Hiele, debido a que no tienen correlacio´n la
una con la otra.
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Ejecucio´n del plan. En esta fase se contemplan aspectos que ayudan a monitorear
el proceso de solucio´n del problema.
Visio´n retrospectiva. La idea fundamental, de esta fase es tratar de resolver el
problema de una forma diferente y analizar o evaluar la solucio´n obtenida.
Aunque las ideas de Polya, se comenzaron a implementar a partir de 1980,
las estrategias heur´ısticas como dibujar diagramas, buscar submetas, considerar
casos particulares y resolver problemas ma´s simples que se consideran como parte
esencial de la instruccio´n matema´tica, muestran todav´ıa una diferencia notable en el
aprovechamiento matema´tico de los alumnos, esta idea, segu´n Polya ([30], p. 28), se ve
reflejada en el siguiente parra´fo:
Para un matema´tico, que es activo en la investigacio´n, la matema´tica puede
aparecer algunas veces como un juego de imaginacio´n: hay que imaginar
un teorema matema´tico antes de probarlo; hay que imaginar la idea de la
prueba antes de ponerla en pra´ctica. Los aspectos matema´ticos son primero
imaginados y luego probados, y casi todos los pasajes de este libro esta´n
destinados a mostrar que e´ste es el procedimiento normal. Si el aprendizaje
de la matema´tica tiene algo que ver con el descubrimiento en matema´tica, a
los estudiantes se les debe brindar alguna oportunidad de resolver problemas
en los que primero imaginen y luego prueben alguna cuestio´n matema´tica
adecuada a su nivel.
Apartir de esto, se evidencia la importancia de tener un me´todo y de apropiarse de
una forma de trabajo adecuada en la resolucio´n de problemas matema´ticos, que debe
ser inculcada por padres y profesores a los alumnos desde temprana edad.
1.2.3. B. Bloom
En la Taxonomı´a de Bloom se clasifican las conductas cognoscitivas en seis
categor´ıas, que van desde las ma´s simples hasta las ma´s complejas, al igual que otras
taxonomı´as, e´sta es jera´rquica, y los aprendizajes de los niveles superiores dependen
del conocimiento y las habilidades de los niveles inferiores.
Segu´n de la Torre ([9], p. 7), algunos criticos han sen˜alado que Bloom“no acompan˜a
su Taxonomı´a con criterios que permitan juzgar si la actividad del aprendiz esta´
correctamente encaminada hacia la consecucio´n de los objetivos que propone”; disponer
de tales criterios es especialmente importante en aquellos casos en los que el objetivo
es la adquisicio´n de un concepto que requiera un nivel de pensamiento matema´tico
avanzado.
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A continuacio´n se presenta una descripcio´n de las seis categorias fundamentales de
la Taxonomı´a de Bloom.
Conocimiento. Recordar, memorizar, reconocer, recuperar.
Comprensio´n. Interpretar, traducir de un medio a otro, describir con palabras de
uno mismo.
Aplicacio´n. Resolver problemas, aplicar informacio´n para producir algu´n resultado.
Ana´lisis. Subdividir algo para mostar co´mo se reu´nen sus partes, encontrar la
estructura subyacente a una comunicacio´n o mensaje, identificar motivos.
S´ıntesis. Crear un producto u´nico y original ya sea en forma verbal o como objeto
f´ısico.
Evaluacio´n. Tomar decisiones de valor acerca de diferentes asuntos, resolver
controversias o diferencias de opinio´n.
La contribucio´n de Bloom a la educacio´n va ma´s alla´ de su taxonomı´a. Estaba
interesado fundamentalmente en el pensamiento y en su desarrollo. Su trabajo sobre
el estudio de los procesos mentales de los estudiantes universitarios fue otra iniciativa
innovadora e importante para determinar lo que ocurr´ıa en la mente de los alumnos, a
trave´s de un proceso de estimulacio´n de la memoria y de te´cnicas de pensamiento en
voz alta. Lo que Bloom pretend´ıa develar era en que´ pensaban los alumnos mientras
ensen˜aban los profesores, porque reconoc´ıa que, en definitiva, lo importante era lo que
ellos estaban experimentando. La utilizacio´n de protocolos de pensamiento en voz alta
proporciono´ una base importante, para comprender mejor que´ suced´ıa en la mente de
los alumnos.
1.2.4. Ed. Dubinsky
En 1988, Ed. Dubinsky, desarrollo´ su teor´ıa de aprendizaje denominada APOS
(Action, Process, Object, Schema) basada en la teor´ıa de Piaget sobre la adquisicio´n
de los conceptos matema´ticos. En ella, Dubinsky propone que cada individuo construye
su propio conocimiento matema´tico a trave´s de un proceso de abstraccio´n reflexiva y
una de sus principales preocupaciones, es el camino por el cual un concepto es:
Interiorizado y convertido en rutinario.
Resumido, para considerarlo como concepto.
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Coordinado, con cada uno de los siguientes procedimientos.
Invertido, para ser ejecutado en la direccio´n inversa.
Generalizado, siendo puesto en un contexto ma´s extenso.
Esta teor´ıa, considera que la comprensio´n de un concepto matema´tico comienza
con la manipulacio´n de objetos f´ısicos o mentales, previamente construidos, para formar
acciones; entonces las acciones se interiorizan para formar procesos, los cuales se
encapsulan para formar objetos. A su vez, los objetos pueden ser des-encapsulados
hacia los procesos a partir de los cuales fueron formados. Finalmente, las acciones,
procesos y objetos pueden ser organizados en esquemas.
Las construcciones son las Acciones, los Procesos, los Objetos y los Esquemas
(APOE)6, mientras que los mecanismos para hacer esas construcciones son: interioriza-
ciones, coordinaciones, reversiones, encapsulaciones y des-encapsulaciones. En definiti-
va, las acciones, los procesos, los objetos, los esquemas y los mecanismos de construc-
cio´n, es lo que Dubinsky denomina la descomposicio´n gene´tica de un concepto.
Dubinsky, cree que el conocimiento matema´tico individual esta´ motivado por la
tendencia a responder, cuando se percibe una situacio´n problema´tica, por construccio´n
o reconstruccio´n de un esquema o de un nuevo esquema, en el esfuerzo de tratar con
esta nueva situacio´n. Cabe resaltar, que e´sta ha sido base de diferentes investigaciones,
que involucran distintos conceptos matema´ticos tales como: las funciones, y algunos
temas relativos al a´lgebra abstracta, la matema´tica discreta, el ca´lculo, la estad´ıstica
y la teor´ıa de nu´meros. Tambie´n es una herramienta u´til para estudiar la comprensio´n
de los estudiantes frente a conceptos matema´ticos ma´s ba´sicos.
1.2.5. D. Ausubel
Analizando la realidad escolar, Ausubel descubre que en ella predominan dos tipos
de aprendizaje, el memor´ıstico y el significativo. El aprendizaje memor´ıstico, se genera
cuando el alumno no tiene intencio´n de asociar el nuevo conocimiento con la estructura
conceptual que ya posee en su estructura cognitiva7, y el aprendizaje significativo, tiene
lugar cuando el alumno intenta dar sentido o establecer relaciones entre los nuevos
conceptos y, los conceptos y conocimientos ya existentes en su estructura cognitiva.
Ausubel ([41], p. 538), define este u´ltimo tipo de aprendizaje como:
6APOE, traduccio´n al espan˜ol de la sigla APOS.
7Segu´n Ontoria ([43], p. 14) dentro de la concepcio´n de Ausubel se define como “Construcciones
hipote´ticas, es decir, entidades supuestamente hipote´ticas que tanto deben explicar la unidad,
cierre y homogeneidad individual, como las semejanzas y coincidencias de determinados modos de
comportamiento. En cada estructura mental esta´ implicito un momento de generalidad”.
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. . . Adquisicio´n de significados nuevos; presupone una tendencia al apren-
dizaje significativo y una tarea de aprendizaje potencialmente significativa
(es decir, una tarea que puede estar relacionada de manera sustancial y
no arbitraria con lo que el aprendiz ya conoce). Es parte del continuo de
aprendizaje de memoria → significativo, en oposicio´n al continuo recepcio´n
→ descubrimiento.
Algunas de las diferencias ma´s relevantes, entre estos dos tipos de aprendizaje,
segu´n Ausubel ([41], p. 37) son:
En el aprendizaje significativo la nueva informacio´n se incorpora de forma
sustantiva, no arbitraria a la estructura cognitiva del estudiante, y hay
intencionalidad de relacionar los nuevos conocimientos con los de nivel
superior ma´s inclusivos, mientras que en el aprendizaje memor´ıstico la
incorporacio´n de los nuevos conocimientos se producen de forma arbitraria
y no hay intencio´n de integrarlos en la estructura cognitiva.
Sin embargo, Ausubel no concibe estos dos tipos de aprendizaje como radicalmente
“opuestos”, pues establece que, ambos tipos de aprendizaje pueden ser significativos si:
1. El estudiante emplea una actitud de aprendizaje significativo, y
2. La tarea de aprendizaje es potencialmente significativa, es decir, si
consiste en un material razonable o sensible y si puede relacionarse de
manera sustancial y no arbitraria con la estructura cognoscitiva del
estudiante en particular.
Es importante resaltar, que pese a la distincio´n ya expuesta, entre los tipos de
aprendizaje antes sen˜alados, no tiene nada que ver, segu´n Ausubel ([41], p. 37) “con
las dimensiones significativo-representativas del problema de aprendizaje”, pues suelen
ser confundidas, ya que se ha tenido la creencia que el aprendizaje por repeticio´n
es invariablemente repetitivo y que el efectuado por descubrimiento es inherente y
forzosamente significativo.
Tipos de aprendizaje significativo
De acuerdo con Ausubel, lo que se aprende son palabras u otros s´ımbolos,
conceptos y proposiciones. Dado que el aprendizaje representacional conduce de modo
natural al aprendizaje de conceptos y que e´ste esta´ en la base del aprendizaje
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proposicional, los conceptos8 constituyen un eje central y definitorio en el aprendizaje
significativo. A trave´s de la asimilacio´n se produce ba´sicamente el aprendizaje en la edad
escolar y adulta. De esta forma se generan combinaciones diversas entre los atributos
caracter´ısticos de los conceptos que constituyen las ideas de anclaje, para dar nuevos
significados a nuevos conceptos y proposiciones, lo que enriquece la estructura cognitiva.
Para que este proceso sea posible, se admite que se cuenta con un important´ısimo
veh´ıculo que es el lenguaje:
. . . el aprendizaje significativo se logra por intermedio de la verbalizacio´n y
del lenguaje y requiere, por tanto, comunicacio´n entre distintos individuos
y con uno mismo ([41], p. 100).
Ausubel ([41], pp. 52 - 53), clasifica el aprendizaje significativo en tres tipos, en
funcio´n del grado creciente de complejidad:
Aprendizaje de representaciones: Consiste “en hacerse del significado de los
s´ımbolos solos o de lo que estos representan”. Este tipo de aprendizaje se vincula
con la adquisicio´n del vocabulario.
Aprendizaje de conceptos: Los conceptos tambie´n representan s´ımbolos y palabras
individuales, pero hay un mayor grado de abstraccio´n en funcio´n de unos atributos
de criterios comunes.
Aprendizaje de proposiciones: Consiste en “captar el significado de nuevas ideas
expresadas en forma de proposiciones”. Este tipo de aprendizaje puede hacerse,
segu´n Ausubel, combinando o relacionando palabras individuales entre s´ı, cada
una con un referente distinto, y combina´ndolas de tal manera que el resultado (la
proposicio´n) es ma´s que la suma de los significados de las palabras individuales.
En resumen, segu´n Ausubel, e´sta teor´ıa es psicolo´gica, porque se ocupa de los
procesos mismos que el individuo pone en juego para aprender. Pero desde esa
perspectiva no trata temas relativos a la psicolog´ıa misma ni desde un punto de
vista general, ni desde la o´ptica del desarrollo, sino que hace el e´nfasis en lo que
ocurre en el aula cuando los estudiantes aprenden; en la naturaleza de ese aprendizaje;
en las condiciones que se requieren para que e´ste se produzca; en sus resultados y,
consecuentemente, en su evaluacio´n. Es una teor´ıa de aprendizaje, porque e´sa es su
finalidad. Por u´ltimo, la teor´ıa del aprendizaje significativo aborda todos y cada uno de
los elementos, factores, condiciones y tipos que garantizan la adquisicio´n, la asimilacio´n
y la retencio´n del contenido que la escuela ofrece al alumnado, de modo que adquiera
significado para el mismo.
8Ausubel, citado por Moreira ([26], p. 21) define conceptos como “objetos, eventos, situaciones o
propiedades que poseen atributos criteriales comunes y se designan, en una cultura dada, por algu´n
signo aceptado”.
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1.2.6. Tall y Vinner
En 1980 Tall y Vinner introdujeron los te´rminos “concept image” (concepto
imagen), “concept definition” (concepto definicio´n) y “concept image definition”
(concepto imagen definicio´n), para describir el estado de los conocimientos del sujeto
en relacio´n con un concepto matema´tico. Estos te´rminos, se utilizan actualmente en
la investigacio´n de los procesos cognitivos implicados en el aprendizaje de conceptos
matema´ticos complejos o en el pensamiento matema´tico avanzado, en particular en el
Ana´lisis Matema´tico.
Dichos te´rminos, se refieren a esquemas mentales que tienen caracter´ısticas propias
y consideran que cuando escuchamos o vemos el nombre de un concepto algo es
evocado en nuestra mente, pero aquello que evocamos no es la definicio´n matema´tica
del concepto sino el concepto imagen. Ellos, definen este te´rmino de la siguiente forma:
Usaremos el te´rmino concepto imagen para describir la estructura cognitiva
total que se asocia con el concepto, lo que incluye todas las ima´genes
mentales y propiedades y procesos asociados. (. . . ) So´lo cuando los aspectos
contradictorios son evocados simulta´neamente aparece cualquier sensacio´n
de conflicto o confusio´n ([35], p. 68).
Por otra parte, definen el concepto definicio´n, como“la fo´rmula con palabras usadas
para especificar ese concepto” ([35], p. 152). Vinner concibe el concepto imagen como
una especie de celda que se va llenando gradualmente pero que no necesariemente refleja
todos los aspectos del concepto definicio´n y lo utiliza para describir la totalidad de la
estructura cognitiva asociada con un concepto.
Cuando se trata de resolver algu´n tipo de situacio´n, los dos conceptos se activan,
lo ideal ser´ıa que la conducta intelectual estuviera determinada por un proceso en el
cual intervinieran ambos, pero en la pra´ctica dicho proceso ocurre esporadicamente,
este resultado viene determinado, en muchas ocaciones por el concepto imagen del
individuo, y segu´n Tall ([35], pp. 65 - 81):
. . . so´lo los problemas no rutinarios, en los que los conceptos imagen
incompletos pueden ser equivocados, pueden estimular a referirse al
concepto definicio´n. Tales problemas son raros y cuando se proponen a
los alumnos suelen considerarlos improcedentes o injustos. Por tanto, no
parace haber nada que tienda a cambiar los ha´bitos comunes de ensen˜anza
que son, en principio, inadecuados en contextos te´cnicos.
Adema´s, por un lado, consideran la definicio´n de un concepto matema´tico como
una secuencia de palabras o una definicio´n verbal del concepto, fruto de su evolucio´n
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histo´rica, distinguiendo entre las definiciones formales, convenidas y aceptadas por la
comunidad cient´ıfica de los matema´ticos en un momento dado (que se suelen encontrar
escritas en los libros), y las definiciones utilizadas por las personas (estudiantes,
profesores, matema´ticos) como interpretacio´n, construccio´n o reconstruccio´n de una
definicio´n formal. Por otro lado consideran que el concepto imagen, se construye a lo
largo de los an˜os a trave´s de experiencias de todo tipo y que va cambiando segu´n el
individuo madura y encuentra nuevos est´ımulos.
La Figura 1.1 (p. 16), muestra la interaccio´n, que se genera entre el concepto
imagen y el concepto definicio´n.
Figura 1.1: Interaccio´n entre el concepto imagen y el concepto definicio´n.
Esta interaccio´n, forma lo que Tall y Vinner introdujeron como “concept image
definition”, y que se puede entender como el proceso que el concepto definicio´n establece
en la mente de los alumnos, generando el adecuado concepto imagen.
Una situacio´n ma´s favorable para el alumno, se da cuando la implementacio´n del
concepto imagen ha sido bien formado, al resolver un problema, o algu´n tipo de ejercicio,
se podra´ guiar mediante un esquema ideal como el representado en la Figura 1.2 (p.
16).
Figura 1.2: Deduccio´n formal con apoyo del concepto imagen.
El conflicto entre la imagen conceptual de un concepto y la definicio´n de dicho
concepto significa, en la pra´ctica, la ausencia de una verdadera comprensio´n del
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concepto, tal como se ha puesto de manifiesto en numerosos trabajos, algunos relativos
al Ana´lisis Matema´tico.
1.3. Modelo de Entendimiento de Pirie y Kieren
La teor´ıa de aprendizaje desarrollada por Pirie y Kieren en 1994, define el
Entendimiento Matema´tico de la siguiente forma:
El Entendimiento Matema´tico puede caracterizarse por niveles pero no en forma
lineal.
Es un feno´meno recursivo, y la recursio´n ocurre cuando el pensamiento se mueve
entre niveles sofisticados.
Cada nivel de entendimiento esta´ contenido en los niveles siguientes.
Cualquier nivel en su interior es dependiente de las formas y los procesos y adema´s
esta´ condicionado por los niveles externos.
Usando esta definicio´n, concibieron su modelo de Entendimiento Matema´tico com-
puesto por ocho niveles potenciales: Primitive Knowing, Image Making, Image Having,
Property Noticing, Formalising, Observing, Structuring, Inventising, que se pueden
traducir como “Conocimento primitivo”, “Creacio´n de la imagen”, “Estableciendo im-
agen”, “Deduccio´n de propiedades”, “Formalizacio´n”, “Observacio´n”, “Estructuracio´n”
y “Creacio´n o Invencio´n”, la Figura 1.3 (p. 18) muestra la concepcio´n del modelo de
Entendimiento Matema´tico, el cual comienza por el primer nivel potencial Primitive
Knowing o PK.
1.3.1. Caracter´ısticas del Modelo de Pirie y Kieren
Este modelo es dina´mico, pues capta la esencia del cambio del entendimiento de
un concepto en todo momento. Hay una caracter´ıstica fractal en el modelo, el nivel
de “Conocimiento Primitivo” comprende muchos to´picos, cada uno entendido en su
propio nivel. La caracter´ıstica ma´s cr´ıtica del modelo es el desdoblamiento, que ocurre
cuando se experimenta una nueva situacio´n y el entendimiento presente no satisface las
exigencias cognitivas del problema. El aprendiz, vuelve a examinar los niveles anteriores
de entendimiento a la luz de la parte que no encaja y entonces reorganiza el nivel interno
para acomodar la nueva informacio´n.
Otra caracter´ıstica del modelo, es el complemento de un proceso y una accio´n de
forma orientada. Para cada nivel, Pirie y Kieren creen que se deben exhibir algunas
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Figura 1.3: Concepcio´n del modelo de Entendimiento Matema´tico de Pirie y Kieren,
compuesto por ocho niveles potenciales.
acciones y verbalizaciones con el fin de considerar que se esta´ operando en el nivel
particular respectivo. La descripcio´n anterior caracteriza un concepto particular; las
acciones espec´ıficas y verbalizaciones sera´n trazadas a la luz del modelo general. Si el
aprendiz no demuestra tal complemento en el proceso y en la accio´n de forma orientada,
se considera que no ha alcanzado el nivel de comprensio´n.
1.4. El modelo educativo de van Hiele
A finales de los an˜os 50, los esposos Pierre Marie van Hiele y Dina van Hiele-
Geldof, trabajaban como profesores de matema´ticas en la ensen˜anza media. A partir
de su experiencia docente y mientras estudiaban algunos de los trabajos de Piaget,
Pierre van Hiele formulo´ su sistema de niveles de razonamiento en geometr´ıa. E´l noto´,
como es evidente, en algunas de las entrevistas de Piaget, que los problemas o tareas que
se le presentan a los nin˜os con frecuencia requieren del conocimiento de un vocabulario
o de algunas propiedades que esta´n fuera del alcance de su nivel de razonamiento.
Segu´n Gutierrez ([16], p. 303), algunas de las razones que llevaron a los esposos van
Hiele a formular este sistema, fue que:
. . . los profesores se lamentaban de una serie de problemas como los
siguientes: Muchas veces no hay manera de conseguir que los estudiates
comprendan algu´n concepto nuevo; otras veces parece que estos se saben
los conceptos o propiedades que el profesor les acaba de introducir, pero so´lo
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son capaces de usarlos en ejemplos ide´nticos a los resueltos con la ayuda
del profesor; tambie´n ocurre, especialmente en Ensen˜anza Media, que los
estudiantes pueden resolver problemas concretos con bastante habilidad,
pero carecen de ideas cuando deben resolver esos mismos problemas
planteados en un contexto algo diferente, abstracto o ma´s formalizado; otra
situacio´n t´ıpica de las clases de las matema´ticas es la de los estudiantes que
tienen que recurrir a memorizar las demostraciones de los teoremas o las
formas de resolver problemas, pues es la u´nica forma legal que tienen de
aprobar los exa´menes.
Estas observaciones fueron fundamentales en el desarrollo del modelo educativo.
Su estudio dentro de los procesos de investigacio´n en educacio´n, han permitido generar
nuevas alternativas metodolo´gicas de trabajo en Educacio´n Matema´tica, las cuales
ayudan a comprender de una mejor forma el razonamiento exhibido por los alumnos
frente al concepto objeto de estudio.
El modelo educativo de van Hiele se compone de tres partes: (i) La percepcio´n
(insight), (ii) Los niveles de pensamiento, y (iii) Las fases de aprendizaje, que segu´n
van Hiele, citado por Esteban ([12], p. 19), tal como se utiliza actualmente, puede
enunciarse de la siguiente manera:
i. Existen diferentes niveles de razonamiento de los estudiantes referidos a las
Matema´ticas.
ii. Cada nivel supone una forma de comprensio´n un modo de pensamiento particular,
de manera que un estudiante solo puede comprender y razonar sobre los conceptos
matema´ticos adecuados a su nivel de razonamiento.
iii. Por lo tanto, el proceso de ensen˜anza debe adecuarse al nivel de razonamiento
del estudiante. Una ensen˜anza que transcurra en un nivel superior al de los
estudiantes no sera´ comprendida.
iv. El proceso de ensen˜anza debe orientarse a facilitar el progreso en el nivel de
razonamiento, de forma que este se haga de un modo ra´pido y eficaz.
A continuacio´n, se presentara´ una breve descripcio´n de cada una de estas partes.
1.4.1. El Insight
Los cambios que presenta un alumno en su forma de razonamiento, frente a un
concepto espec´ıfico, a lo largo de una intervencio´n pedago´gica, se pueden observar y
analizar a trave´s del aumento progresivo en el lenguaje empleado por e´l, y a su vez,
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en la forma como manifiesta, analiza y emplea el nuevo conocimiento adquirdio en
nuevas situaciones, esto u´ltimo, segu´n van Hiele, se denomina Insight y lo define como
“Comprensio´n”([37], p. III).
Cabe resaltar, que esta definicio´n se precisa, cuando en su texto Structure
and Insight, van Hiele afirma que “El Insigth, existe cuando una persona actu´a
adecuadamente en una nueva situacio´n y con intencio´n9” ([17], p. 24).
1.4.2. Los niveles de razonamiento del modelo educativo de
van Hiele
Los niveles de razonamiento, tambie´n llamados la parte descriptiva del modelo,
permiten ubicar a un alumno en alguno de ellos, de acuerdo con la comprensio´n que
tenga frente a un concepto matema´tico.
Van Hiele propone que un alumno pasa por cinco (5) niveles de razonamiento en la
estructuracio´n de un concepto matema´tico en su red de relaciones, describie´ndolos para
la geometr´ıa. En la presente investigacio´n se utiliza la nomenclatura propuesta por J.
L. Llorens ([14], pp. 139 - 141), en donde se describen los niveles de razonamiento de
la siguiente manera:
Nivel 0, predescriptivo. Los alumnos reconocen las figuras por su apariencia global.
Pero no son capaces de identificar expl´ıcitamente las propiedades de las figuras.
Nivel I, de reconocimiento visual. Los alumnos analizan las propiedades de las
figuras. Pero no interrelacion expl´ıcitamente las figuras con sus propiedades.
Nivel II, de ana´lisis. Los alumnos relacionan las figuras con sus propiedades. Pero
no organizan los enunciados en forma secuencial, para justificar sus observaciones.
Nivel III, de clasificacio´n y relacio´n. Los alumnos organizan sucesiones de enun-
ciados que les permiten deducir un enunciado a partir de otro. Pero no reconocen
la necesidad de rigor y no alcanzan a comprender las relaciones entre varios sis-
temas deductivos.
Nivel IV, de deduccio´n formal. Los alumnos analizan diversos sistemas deductivos
con un grado de rigor comparable al exigido por D. Hilbert en su tratamiento
de la geometr´ıa, comprenden ahora las propiedades de las que puede gozar un
sistema deductivo, como la consistencia, la independencia y la completitud de los
postulados.
9Esta es la traduccio´n realizada por los autores al pa´rrafo “Insight exists when a person acts in a
new situation adequately and with intention”.
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Cabe resaltar, que estas descripciones son presentadas, tal y como se indico´
anteriormente para la geometr´ıa, sin embargo, Hoffer ([18], pp. 205 - 227), describe
en forma general, los objetos para cada uno de los niveles de razonamiento en los
siguientes te´rminos:
Nivel 0: Los objetos son los elementos ba´sicos de estudio.
Nivel 1: Los objetos son propiedades que analizan los elementos ba´sicos.
Nivel 2: Los objetos son enunciados que relacionan las propiedades.
Nivel 3: Los objetos son ordenaciones parciales (o sucesiones) de los enunciados.
Nivel 4: Los objetos son propiedades que analizan las ordenaciones parciales.
As´ı mismo, van Hiele en su tratado de 1986, Structure and Insight. A Theory of
Mathematics Education; condujo sus metas en te´rminos de su teor´ıa. Dichas metas,
apuntan, a que los alumnos aprendan a pensar con respecto a las matema´ticas, pero
ma´s importante que esto, es que aprendan a pensar matema´ticamente. Primero, e´l
diserto´ sobre la adquisicio´n del conocimiento, donde cree que se alcanza mejor a trave´s
del aprendizaje de estructuras y segundo, sobre el desarrollo de la habilidad para
pensar matema´ticamente, es decir, adquirir conocimiento a trave´s de la aplicacio´n de
pensamiento puro, de percibir una estructura matema´tica, de desarrollar el insight.
Pero, para lograr esto, se necesita que los alumnos sean clasificados de acuerdo a su
nivel de razonamiento.
Para poder realizar una clasificacio´n de un grupo de alumnos, frente a un concepto
espec´ıfico, se necesitan los descriptores de los niveles de razonamiento y segu´n Esteban
([12], p. 22), se definen como las principales caracter´ısticas que permiten reconocer
cada uno de esos niveles de razonamiento matema´tico, a partir de la actividad de
los estudiantes. Para cada nivel, se pueden clasificar en descriptores de deteccio´n y
separacio´n, que son respectivamente, los que permiten establecer que criterios debe
cumplir un alumno para ser adscrito en un nivel de razonamiento determinado y cua´les
debe superar para que sea promovido al nivel inmediatamente superior.
Propiedades de los niveles de razonamiento
En investigaciones recientes, se ha comprobado que los niveles de razonamiento
cumplen las siguientes propiedades:
Secuencialidad fija: Un estudiante no puede estar en un nivel n de van Hiele sin
haber superado el nivel n−1.
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Adyacencia: El objeto de percepcio´n del nivel n− 1 se convierte en el objeto de
razonamiento del nivel n. Esta propiedad fue descubierta por Mayberry ([23]).
Distincio´n: Para alcanzar el nivel n el aprendiz debe reorganizar y reinterpretar el
conocimiento adquirido en el nivel n−1, de modo que llegue a la percepcio´n de
una nueva estructura.
Separacio´n: De acuerdo con esta propiedad, dos personas que razonen en diferentes
niveles no podra´n entenderse, en lo que se refiere al objeto de su razonamiento
matema´tico.
Especificidad del lenguaje: Cada nivel tiene un lenguaje espec´ıfico, a tal punto que
las distintas capacidades de razonamiento que van unidas a cada uno de los niveles
de van Hiele, se manifiestan de una manera notoria en la expresio´n verbal y en
el significado que se da o se puede dar al vocabulario espec´ıfico.
Segu´n Jaramillo ([21], p. 31), la idea central de van Hiele, en lo que respecta
a la relacio´n entre la ensen˜anza de las matema´ticas y el desarrollo de la capacidad
de razonamiento, es que “la adquisicio´n, por una persona, de buenas habilidades de
razonamiento es fruto de su propia experiencia”, pero el te´rmino experiencia se utiliza
aqu´ı no so´lo en su acepcio´n de experiencia de aprendizaje, sino en su sentido amplio, de
modo que no so´lo se refiere a lo que se adquiere en las aulas, sino a todas las experiencias
que pueden afectar la comprensio´n del concepto.
Van Hiele describe el paso de un alumno, de un nivel al siguiente, como una funcio´n
del aprendizaje: “La transicio´n de un nivel al siguiente no es un proceso natural, tiene
lugar bajo la influencia del programa de ensen˜anza y de aprendizaje. La transicio´n no
es posible sin el aprendizaje de un nuevo lenguaje10” ([17], p. 50). El paso de un nivel
al siguiente sigue una acordada y espec´ıfica secuencia de fases de progreso.
1.4.3. Las fases de aprendizaje
Las fases de aprendizaje tienen como fin, ayudar a progresar a un alumno desde
un nivel de razonamiento al inmediatamente superior, y ba´sicamente constituyen un
esquema para organizar la ensen˜anza. Las fases de aprendizaje son cinco (5) y se
describen, segu´n Gutierrez ([16], p. 333), de la siguiente forma:
Informacio´n. Se trata de toma de contacto; el profesor debe informar a los
alumnos sobre el campo de estudio en el que van a trabajar, que tipo
10Esta es la traduccio´n al pa´rrafo “The transition from one level to the following is not a natural
process; it takes place under influence of a teaching - learning program. The transition is not a possible
without the learning of a new language.”
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de problemas se van a plantear, que materiales van a utilizar, etc. As´ı
mismo, los alumnos aprendera´n a manejar el material y adquirira´n
una serie de conocimientos ba´sicos imprescindibles para el trabajo
matema´tico propiamente dicho.
Orientacio´n directa. Los alumnos empiezan a explorar el campo de
estudio por medio de las investigaciones basadas en el material que les
ha sido proporcionado. El objetivo principal de esta fase es conseguir
que los alumnos descubran, comprendan y aprendan cuales son los
conceptos, propiedades, figuras, etc., principales en el a´rea que se esta´
estudiando. Es esta fase se construira´n los elementos ba´sicos de la red
de relaciones del nuevo nivel.
Explicitacio´n. Los alumnos intercambian sus experiencias, comentan las
regularidades observadas, explican como han resuelto las actividades,
adema´s se debe prestar gran atencio´n a las diferencias en los puntos de
vista, ya que el intento de cada alumno por justificar su opinio´n hara´
que tenga que analizar con cuidado sus ideas, ordenarlas y expresarlas
con claridad. Es importante recalcar que esta fase, no es una fase de
aprendizaje de cosas nuevas, sino de revisio´n del trabajo hecho antes,
de puesta a punto de conclusiones, de pra´ctica y perfeccionamiento en
la forma de expresarse.
Orientacio´n libre. Los estudiantes aplican los conocimientos y el lenguaje
adquirido en otras actividades (investigaciones) diferentes a las
anteriores. El campo de estudio que es en gran parte conocido por
los alumnos, debe ser perfeccionado, esto se consigue mediante el
planteamiento de actividades, que preferiblemente puedan desarro-
llarse de diversas formas o que impliquen diferentes soluciones. En
estas actividades se colocaran indicios que muestren el camino a seguir,
pero de forma que el estudiante tenga que combinarlos adecuadamente,
aplicando los conocimientos y la forma de razonar que han adquirido
en las fases anteriores. Este tipo de actividad es la que le permitira´
completar la red de relaciones que se empezo´ a formar en las fases
anteriores, dando lugar a que se establezcan relaciones ma´s complejas
y ma´s “importantes”.
Integracio´n. Se refuerza la visio´n general sobre los contenidos, relacionan-
do los conocimientos adquiridos con otros campos ya estudiados, pero
no aportando ningu´n concepto o propiedad nuevos al estudiantes, esta
solo debe ser una acumulacio´n, comparacio´n e integracio´n de cosas que
ya conoce.
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Completadas esta cinco fases, los alumnos habra´n adquirido una nueva red de relaciones
mentales, ma´s amplia que la anterior, completa´ndola y reformula´ndola, y a partir de
ese momento, el alumno ha progresado a un nuevo nivel de razonamiento. Al conjunto
de las actividades que se realizaron para lograr esto, se les denominara´ Mo´dulo de
Intruccio´n.
Mo´dulo de instruccio´n. Se entiende por mo´dulo, un elemento combinable con otros
de la misma naturaleza o que concurren a una misma funcio´n. En este sentido, un
mo´dulo de instruccio´n es la coleccio´n de todas las actividades realizadas para cada una
de las fases de aprendizaje del modelo educativo de van Hiele, frente al concepto objeto
de estudio. Fuys afirma que:
. . . el mo´dulo de instruccio´n, debe estar basado en el modelo de van Hiele
y disen˜ado para utilizarlo como una herramienta de investigacio´n en una
prueba que se ajusta a una instruccio´n docente – alumno ([42], p. 11).
De acuerdo con lo anterior, el papel del mo´dulo de instruccio´n es vital, ya que
permite establecer un orden secuencial a la aplicacio´n de las actividades propuestas
para cada una de las fases de aprendizaje, frente al concepto objeto de estudio. En
particular, se debe resaltar el hecho, de que hasta el momento no se han elaborado
mo´dulos de instruccio´n para las fases de aprendizaje frente a conceptos del Ana´lisis
Matema´tico, convirtiendo la presente investigacio´n en pionera dentro de este campo de
investigacio´n, pero para conceptos geome´tricos se puede ver el trabajo realizado por
Corbera´n ([7]).
En la siguiente seccio´n se exponen brevemente, los resultados de algunas
investigaciones enmarcadas en el modelo educativo de van Hiele, para la deteccio´n
de los niveles de razonamiento en conceptos del Ana´lisis Matema´tico.
1.4.4. Investigaciones recientes que tienen como marco teo´rico
el modelo educativo de van Hiele
Los contenidos matema´ticos, con los que tradicionalmente se disen˜a el curr´ıculo
escolar y la forma co´mo estos son ensen˜ados, esta´n siendo investigados por diversos
movimientos acade´micos, que no so´lo analizan lo que se refiere al uso de nuevas
tecnolog´ıas y lo relativo a otras formas de ensen˜anza desprendidas de la creciente
investigacio´n en Educacio´n Matema´tica, sino que tambie´n, aplican modelos educativos,
cuya validez ha sido probada, para implementar metodolog´ıas alternativas que buscan
mejorar el razonamiento de los alumnos, en conceptos relativos a las matema´ticas.
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Debido a sus caracter´ısticas, el modelo educativo de van Hiele, ha sido la base
de recientes proyectos de investigacio´n y de diferentes Tesis Doctorales, en Educacio´n
Matema´tica, que centran su aplicacio´n en algunos to´picos del Ana´lisis Matema´tico
que poseen un alto componente visual y geome´trico. En particular, a partir de 1982
comenzaron a desarrollarse algunos proyectos de investigacio´n con el objetivo comu´n
de llevar a cabo una revisio´n curricular (referida a la geometr´ıa) aplicando el modelo de
van Hiele, en ella se destacan tres proyectos realizados en EE.UU que han tenido gran
difusio´n: Los proyectos Chicago, Oregon y Brooklyn. As´ı mismo, las exploraciones de
la validez de los supuestos del modelo sobre algunas nociones del ana´lisis matema´tico,
vienen desarrolla´ndose desde 1994, con las Tesis Doctorales de Jose´ Luis Llorens Fuster
([14]), Pedro Campillo Herrero ([6]), Andre´s de la Torre Go´mez ([8]), Carlos Mario
Jaramillo Lo´pez ([21]) y Mar´ıa de los A´ngeles Navarro Domı´nguez ([22]), dirigidas por
el Dr. Pedro Pe´rez Carreras, y en la misma l´ınea, la tesis de Pedro Vicente Esteban
Duarte ([12]), dirigida por el Dr. Jose´ Luis Llorens Fuster. Cabe resaltar, que estas
Tesis solo abordaron la deteccio´n de los niveles dentro del modelo de van Hiele, pero
no abordaron el estudio de como avanzar entre ellos, es decir, no abordaron el estudio
de las fases de aprendizaje de dicho modelo, ni como el Insight se produce en la mente
de los alumnos.
A continuacio´n revisaremos, algunos de los principales aspectos de los proyectos y
las memorias de las Tesis Doctorales enmarcados en el modelo educativo de van Hiele,
tanto en el a´mbito de la geometr´ıa como fuera de ella.
Proyectos Chicago, Oregon y Brooklyn
Estos proyectos, se realizaron entre los an˜os de 1982 y 1988. Su base pedago´gica
fue el modelo educativo de van Hiele y su eje central era el estudio de algunos conceptos
geome´tricos. Cada uno de ellos cumplia un propo´psito diferente, a saber, el proyecto
Chicago, valido´ la teor´ıa de van Hiele, mientras el proyecto Oregon y el de Brooklyn
concluyeron la aceptacio´n de su fundamentacio´n teo´rica.
Las siguientes Tesis Doctorales, mantienen como base central, el modelo educativo
de van Hiele, pero se salen del a´mbito de la geometr´ıa, al del Ana´lisis Matema´tico y al
del A´lgebra elemental para realizar sus investigaciones.
Memoria para optar al t´ıtulo de doctor presentada por J. Land
Judy Land, presento´ su memoria en la Universidad de Boston con el nombre de
Apropiatness of the van Hiele Model for describing Stundents Cognitive Processes on
algebra task as typified by College Students Learning of Functions en 1991. La memoria
de Land se centro´ en las habilidades de tipo operacional de los alumnos y no en
el pensamiento de los mismos, lo cual la diferencia sustancialmente de los trabajos
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realizados con posterioridad en el campo del Ana´lisis Matema´tico. Los objetivos del
trabajo fueron:
i. Definir operacionalmente la conducta de los estudiantes en cada
nivel usando el modelo de van Hiele para el tema de las funciones
exponenciales y logar´ıtmicas.
ii. Determinar si las respuestas de los estudiantes a una entrevista escrita
pueden ser caracterizadas de acuerdo con los niveles.
iii. Formular descriptores de niveles que dan cuenta del conocimiento y el
metaconocimiento.
iv. Explorar el uso de las fases de aprendizaje para facilitar el recorrido
de los estudiantes desde un nivel a otro.
Los resultados que se persegu´ıan eran:
i. Disen˜ar un instrumento para una evaluacio´n cl´ınica de los estudiantes
sobre el nivel de pensamiento de entrada en una materia espec´ıfica
como es el A´lgebra. Este instrumento incorporo´ opciones para bifurcar
la instruccio´n guiada en fases.
ii. Descriptores de nivel para cada concepto estudiado del A´lgebra (Land,
J. 1991).
Fue J. L. Llorens, quien abrio´ el camino para la extensio´n del modelo de van Hiele,
a un a´rea diferente de la geometr´ıa, al estudiar los procesos de razonamiento de los
alumnos en un concepto no geome´trico.
Memoria para optar al t´ıtulo de doctor presentada por J. L. Llorens
La memoria de Jose´ Luis Llorens Fuster, titulada Aplicacio´n del modelo de van
Hiele al concepto de aproximacio´n local, fue presentada en 1994 en la Universidad
Polite´cnica de Valencia (Espan˜a). Uno de los mayores logros, de este trabajo, es la
extensio´n del modelo de van Hiele al estudio del concepto de aproximacio´n local, que
es el pilar del Ana´lisis Matema´tico, abriendo de este modo, nuevas perspectivas a la
aplicacio´n del modelo y a la investigacio´n en Educacio´n Matema´tica.
El concepto elegido fue el de aproximacio´n local en su manifestacio´n de
recta tangente a una curva plana en un punto. El disen˜o de entrevistas cl´ınicas
semiestructuradas y de tipo socra´tico sirvio´ para formular y confirmar los descriptores
de los niveles de razonamiento I, II y III. El disen˜o de una prueba escrita
semiestructurada permitio´ confirmar los resultados obtenidos a trave´s de las entrevistas
en muestras ma´s grandes de alumnos. Adema´s, esto ayudo a automatizar las pruebas
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escritas para el concepto estudiado y detectar el nivel de razonamiento en el que se
encuentra adscrito un alumno.
Segu´n, Navarro ([22], p. xxx), la utilizacio´n de un asistente matema´tico permitio´ al
autor, usar un me´todo de visualizacio´n – la ampliacio´n sucesiva de imagenes – mediante
el cual consiguio´ romper con el concepto imagen preconcebido de los alumnos, que segu´n
los trabajos de Vinner se podr´ıa resumir diciendo que la tangente toca a la curva pero
no la corta, sustituye´ndolo por otro en el cual la tangente a una curva en un punto A
es la recta a la que tiende la curva cuando se magnifica en un entorno de A.
El estudio realizado permitio´ establecer la relacio´n existente entre los niveles de
van Hiele descritos, la dualidad de conceptos del modelo de Vinner y puso de manifiesto
la eficac´ıa de los me´todos de visualizacio´n, tanto para favorecer el progreso en el nivel
de razonamiento, como para conciliar el concepto imagen y definicio´n, de acuerdo con
los modelos de van Hiele y Vinner, en relacio´n al concepto estudiado.
Memoria para optar al t´ıtulo de doctor presentada por P. Campillo
La memoria de Pedro Campillo Herrero, titulada La Nocio´n de Continuidad desde
la O´ptica del Modelo de van Hiele, presentada en 1999 en la Universidad Polite´cnica
de Valencia (Espan˜a), se catacteriza por formular y confirmar los descriptores para los
niveles I, II y III de razonamiento frente al concepto de continuidad de Cauchy, y aplica
el modelo de van Hiele para proporcionar una nueva propuesta metodolo´gica cuyo fin
es la asimilacio´n del concepto objeto de estudio.
Adema´s, emplea el “estiramiento horizontal” como herramienta de visualizacio´n
sobre un punto de una curva plana, consiguiendo construir un concepto imagen
geome´trico no intuitivo que no se apoya en la idea de “no rotura” de la curva sino
en el mecanismo del “control de curvas”, usado para implantar en el alumno la nocio´n
de “curva controlable”, como aquella que tiende a quedarse plana tras la realizacio´n
de sucesivos estiramientos horizontales. Segu´n Navarro ([22], p. xxx), el autor, en su
trabajo “consigue crear en el alumno un concepto imagen nuevo que no se basa en
lo que la palabra “continuidad” sugiere en el lenguaje coloquial, ni en las experiencias
pre-universitarias que los alumnos pudieran haber tenido con respecto a este tema, sino
que es la idea de “controlar localmente” una curva que lo lleva a conseguir un modelo
mental adecuado para la asimilacio´n del concepto de continuidad local”.
Este trabajo confirma la eficacia de la entrevista cl´ınica, semiestructurada y de
tipo socra´tico, en la deteccio´n del nivel de razonamiento en el que se encuentra un
alumno y basa´ndose en ella, disen˜o una prueba escrita que permitio´ la deteccio´n del
nivel de razonamiento en el que se encuentra un alumno frente a la nocio´n estudiada.
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Memoria para optar al t´ıtulo de doctor presentada por P. Esteban
La memoria de Pedro Vicente Esteban Duarte titulada Estudio comparativo del
concepto de aproximacio´n local v´ıa el modelo de van Hiele, es la base fundamental
en el planteamiento del presente trabajo de investigacio´n, pues all´ı encontramos los
sen˜alamientos que relacionan el modelo educativo de van Hiele con el concepto de
aproximacio´n local, en su manifestacio´n de recta tangente a una curva plana en un
punto dado sobre ella, mediante el mecanismo del haz de secantes. Esta Tesis fue le´ıda
en la Universidad Polite´cnica de Valencia (Espan˜a) en el an˜o 2000.
Segu´n Esteban ([12], p. 87 - 109), la Tesis formula y confirma los descriptores para
los niveles I, II y III de la nocio´n estudiada, y la aplicacio´n del modelo de van Hiele a
este concepto, empleando para ello entrevistas cl´ınicas semiestructuradas y de caracter
socra´tico, en las que utiliza el haz de secantes como mecanismo, para definir la recta
tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella. Dichas entrevistas tienen un
cara´cter visual y geome´trico acorde con el modelo de van Hiele y en ellas el lenguaje se
manifiesta en las respuestas ofrecidas para su eleccio´n. En su disen˜o se encuentran los
descriptores para cada uno de los niveles objeto de estudio, donde se destaca la parte
visual y se analiza el razonamiento explicitado por el alumno a partir del lenguaje
empelado por e´l.
En este mismo sentido, dichas entrevistas, sirvieron de base para disen˜ar una
prueba escrita que permitio´ corroborar sus resultados en muestras de alumnos ma´s
amplias. La aplicacio´n masiva del test permite desligar la adscripcio´n de un estudiante
a un determinado nivel de razonamiento de la subjetividad propia de las entrevistas
cl´ınicas.
Adema´s de esto, la memoria plantea el objetivo de comparar los resultados que
se obtienen al introducir el concepto a partir de la visualizacio´n que se obtiene por
medio de los mecanismos del zoom y del haz de secantes en grupos de alumnos con
caracteristicas similares. As´ı mismo, compara, utilizando para ello el test utilizado
por Vinner en 1982, los resultados obtenidos por tres grupos de alumnos, a dos de los
cuales se les introdujo el concepto utilizando el ordenador, mediante el zoom y el haz de
secantes respectivamente, y al tercer grupo sin hacer uso de los mismos. La conclusio´n
obtenida fue que el ambiente gra´fico que se crea al trabajar en el ordenador hace que los
conceptos queden claros para un mayor nu´mero de estudiantes. De este trabajo esta´n
escritos los art´ıculos “Aplicacio´n del modelo de van Hiele al concepto de recta tangente
a trave´s del haz de secantes” ([52]) y“Aspectos comparativos en la extensio´n del modelo
de Van Hiele al concepto de aproximacio´n local” ([53]), entre otros.
Un estudio posterior, titulado Nocio´n de punto, recta y curva en el nivel de
reconocimiento visual de van Hiele, realizado en la Universidad de Eafit (Medell´ın
- Colombia), tiene como base e´sta tesis doctoral y fue dirigido por los profesores
Pedro Vicente Esteban Duarte y Carlos Alexander Grajales. En este, aparece como
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comu´n denominador el empleo de una entrevista cl´ınica de cara´cter socra´tico, con
la que se indaga por los elementos primitivos de punto, segmento, recta y curva, para
determinar si en la mente del alumno se encuentran las relaciones ba´sicas entre ellos. En
dicha investigacio´n, se concluyo´, que un gran nu´mero de alumnos que no respondiero´n
correctamente las preguntas relacionadas con estos elementos primitivos, no mostraron
un avanzado nivel de razonamiento en el concepto de aproximacio´n local.
Memoria para optar al t´ıtulo de doctor presentada por C. Jaramillo
La memoria de Carlos Mario Jaramillo Lo´pez, titulada La Nocio´n de Serie
Convergente desde la O´ptica de los Niveles de van Hiele, fue presentada en el an˜o 2000
en la Universidad Polite´cnica de Valencia (Espan˜a). En ella, se utiliza la longitud de un
zig–zag obtenido a partir de segmentos de recta, como el mecanismo de visualizacio´n
para romper la preconcepcio´n, de que la acumulacio´n de una cantidad infinita de
te´rminos debe tener un resultado infinito.
Jaramillo ([21], p. 57 - 72), utilizo´ entrevistas cl´ınicas semiestructuradas y de tipo
socra´tico para determinar los descriptores de los niveles I, II y III de razonamiento frente
a la nocio´n de serie convergente, disen˜o un test escrito que le permitio´ corroborar los
resultados obtenidos en la clasificacio´n de los alumnos en su correspondiente nivel de
razonamiento.
Un estudio posterior, titulado Te´cnicas de ana´lisis multivariado e interpretacio´n de
datos en las investigaciones relativas al concepto de l´ımite, realizado en la Universidad
de Antioquia (Medell´ın - Colombia), tiene como base e´sta tesis doctoral y fue
dirigido por los profesores Carlos Mario Jaramillo Lo´pez y Leonardo Ceballos Urrego.
E´ste tiene como base los resultados encontrados por Jaramillo ([21]), y entre sus
objetivos esta´ comparar y convalidar estos resultados aplicando el Ana´lisis Factorial de
Correspondencias Mu´ltiples (A.F.C.M). Adema´s, explorar la existencia de subniveles
dentro de cada nivel, espec´ıficamente en la nocio´n de convergencia, a la luz del modelo
de van Hiele.
Esta investigacio´n con los tipos de ana´lisis desarrollados, no solo condujo a la
obtencio´n de los objetivos propuestos en ella, sino que valido´ una metodolog´ıa de
ana´lisis para estudios de la misma naturaleza, en los que predominan las variables
cualitativas.
Memoria para optar al t´ıtulo de doctor presentada por A. de la Torre
La memoria de Andre´s Felipe de la Torre Go´mez, titulada La Modelizacio´n del
Espacio y del Tiempo: Su Estudio Vı´a el Modelo de van Hiele, fue presentada en el an˜o
2000 en la Universidad Polite´cnica de Valencia (Espan˜a). Dicha memoria, consta de dos
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partes: la primera de ellas proporciona una propuesta metodolo´gica para la asimilacio´n
del concepto de equipotencia de agregados infinitos de puntos, para alumnos de u´ltimo
grado de bachillerato y del primer an˜o de universidad, y los prepara para comprender
la modelizacio´n del espacio y el tiempo que se estudia en la segunda parte.
En la primera parte, explora la proyeccio´n como el instrumento que permite
comparar dos conjuntos con infinitos elementos, con el objetivo de que el alumno llegue,
mediante sus propios razonamientos, a la conclusio´n de que dos figuras geome´tricas
tienen la misma cantidad de puntos si es posible proyectar una de ellas sobre la otra,
de modo que los puntos queden en correspondencia uno a uno. La segunda parte de la
memoria tiene por objetivo la elaboracio´n de una propuesta metodolo´gica, enfocada a la
comprensio´n del proceso seguido en la formulacio´n del modelo matema´tico del espacio y
el tiempo y a la explicacio´n de los hechos del mundo representativo a la luz del modelo
de van Hiele. En esta u´ltima parte, De la Torre se sale del contexto geome´trico para
detectar los niveles de van Hiele verbalmente, analizando razonamiento puro. En esta
parte se limita a la realizacio´n de entrevistas cl´ınicas. En ambos casos se proporcionan
los desriptores de los niveles I, II y III de van Hiele en los procesos de razonamiento
asociados con los conceptos en cuestio´n y se estudian los obsta´culos cognitivos que no
permiten al alumno comprender dichos conceptos.
Memoria para optar al t´ıtulo de doctor presentada por M. Navarro
La memoria de Maria de los A´ngeles Navarro Domı´nguez, titulada Un Estudio de
la Convergencia Encuadrada en el Modelo Educativo de van Hiele y su correspondiente
Propuesta Metodolo´gica, fue presentada en el an˜o 2002 en la Universidad de Sevilla
(Espan˜a). Esta investigacio´n incorpora como base teo´rica la elaboracio´n de una
propuesta metodolo´gica, en concordancia con el modelo educativo de van Hiele, que
propicia en el alumno la formacio´n de un concepto imagen apropiado para el proceso
de convergencia de una sucesio´n, permitiendo detectar los niveles de razonamiento I,
II y III, en los que se encuentran los estudiantes.
Navarro, disen˜a y aplica un modelo de guio´n para una entrevista cl´ınica
semiestructurada y de tipo socra´tico, que permite la deteccio´n de los descriptores
de los niveles de razomamiento y la clasificacio´n de cada alumno entrevistado en su
correspondiente nivel, para la nocio´n estudiada.
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1.5. La teor´ıa de la asimilacio´n: El aprendizaje
significativo
Se habla de comprensio´n, cuando el alumno le da sentido a aquello con lo que entra
en contacto y mediante lo cual se forman representaciones y esquemas cognitivos. Se
trata, pues, de una asimilacio´n activa, consistente en captar o adquirir lo que esta´
implicado en el proceso de aprendizaje, segu´n Ontoria ([43], p. 22) “la teor´ıa de la
asimilacio´n es el punto central del planteamiento de Ausubel sobre el aprendizaje
significativo, de tal manera que la mayor parte de este aprendizaje consiste en la
asimilacio´n de la nueva informacio´n”, pues la estructura cognitiva de un estudiante
es el factor ma´s importante que influye en el proceso de adquisicio´n o no de un nuevo
concepto, y es en este proceso donde se modifican la estructura cognitiva y la nueva
informacio´n, esta interaccio´n constituye el nu´cleo de la teor´ıa de la asimilacio´n. De
acuerdo con Ausubel ([41], pp. 70 - 71):
. . . la adquisicio´n de informacio´n nueva depende en alto grado de las ideas
pertinentes que ya existen en la estructura cognitiva y el aprendizaje
significativo de los seres humanos ocurre a trave´s de una interaccio´n de
la nueva informacio´n con ideas pertinentes que existen en la estructura
cognitiva. El resultado de la interaccio´n que tiene lugar entre el nuevo
material que se va a aprender y la estructura cognitiva existente constituye
una asimilacio´n de significados nuevos y antiguos para formar una
estructura cognitiva altamente diferenciada.
La teoria del aprendizaje significativo, fue concebida con la intencio´n de superar
tanto los l´ımites de la ensen˜anza tradicional (memor´ıstica y acumulativa), como el
exceso de actividad que se derivaba de las corrientes a favor del aprendizaje por
descubrimiento, el cual imped´ıa en ocasiones la asimilacio´n de nuevos contenidos. Este
se presenta, segu´n Maya ([39], p. 21), “cuando nuevos conocimientos pasan a significar
algo para el estudiante, siendo capaz de integrar y explicitar dicho conocimiento, es
decir, si explica algunas situaciones con sus propias palabras y emplea este conocimiento
para la resolucio´n e interpretacio´n de nuevos problemas en distintos contextos”.
En s´ıntesis, el aprendizaje significativo es el proceso que se genera en la mente
humana cuando obtiene nuevas informaciones de manera no arbitraria y sustantiva, y
que segu´n Rodriguez Palmero ([28], p. 4), requiere,
. . . predisposicio´n para aprender y material potencialmente significativo que,
a su vez, implica significatividad lo´gica de dicho material y la presencia de
ideas de anclaje en la estructura cognitiva del que aprende. Es subyacente
a la integracio´n constructiva de pensar, hacer y sentir, lo que constituye el
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eje fundamental del engrandecimiento humano. Es una interaccio´n tria´dica
entre profesor, aprendiz y materiales educativos del curr´ıculum en la que
se delimitan las responsabilidades correspondientes a cada uno de los
protagonistas del evento educativo. Es una idea subyacente a diferentes
teor´ıas y planteamientos psicolo´gicos y pedago´gicos que ha resultado ser
ma´s integradora y eficaz en su aplicacio´n a contextos naturales de aula,
favoreciendo pautas concretas que lo facilitan. Es, tambie´n, la forma de
encarar la velocidad vertiginosa con la que se desarrolla la sociedad de la
informacio´n, posibilitando elementos y referentes claros que permitan el
cuestionamiento y la toma de decisiones necesarios para hacerle frente a la
misma de una manera cr´ıtica.
Pero, estas no son las u´nicas condiciones que pueden ayudarnos a entender lo que
es el aprendizaje significativo, y adema´s, son pocas las te´cnicas que se han construido
con este propo´sito.
1.6. Los mapas conceptuales
La nocio´n de mapa conceptual, se desarrollo´ a partir de la de´cada del setenta,
o del siglo anterior, y ha constituido desde entonces una perspectiva de trabajo
teo´rico-experimental de gran atencio´n para profesores, investigadores educativos,
psico´logos y alumnos en general. Los mapas conceptuales, surgieron como una forma
de instrumentalizar la teor´ıa del aprendizaje significativo de Ausubel, en especial, en lo
referente a la evolucio´n de las ideas previas que poseen los alumnos, fueron desarrollados
por J. D. Novak, y divulgados a trave´s del libro Aprendiendo a Aprender, en el cual,
segu´n Novak ([46], pp. 13 - 15), se pretend´ıa entre otros, un objetivo medular: “liberar
el potencial de aprendizaje en los alumnos que permanece sin desarrollar y que en
muchas pra´cticas educativas lo u´nico que hacen es obstaculizarlo ma´s que facilitarlo”.
Novak ([46], p. 33), plantea que los mapas conceptuales tienen por objeto
“representar relaciones significativas entre conceptos en forma de proposiciones y que
una proposicio´n consta de dos o ma´s te´rminos conceptuales unidos por palabras para
formar una unidad sema´ntica”, adema´s, los define como “un recurso esquema´tico para
representar un conjunto de significados conceptuales incluidos en una estructura de
proposiciones”. Es por eso, que los mapas conceptuales son un instrumento que facilita
la evaluacio´n formativa del alumno y son instrumentos evaluativos u´tiles en la deteccio´n
de errores conceptuales y en la evolucio´n del lenguaje empleado por los alumnos, a lo
largo del proceso educativo.
En el mismo sentido, “los mapas conceptuales, pueden ser empleados como una
te´cnica de estudio y como herramienta para el aprendizaje ya que permiten al docente
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explorar con sus alumnos los conocimientos previos que tienen frente a un tema
espec´ıfico” ([46], p. 33), adema´s, su elaboracio´n, le permite al alumno organizar,
interrelacionar y fijar el conocimiento del concepto estudiado, fomentando la reflexio´n,
el ana´lisis y la creatividad.
Los mapas conceptuales pueden ser empleados como una representacio´n gra´fica o
esquema´tica del conocimiento, en este esquema todo el conocimiento esta organizado
y representado en todos los niveles de abstraccio´n, situando, “los ma´s generales e
inclusivos en la parte superior del mapa y los menos inclusivos en la parte inferior
del mismo” ([46], p. 35).
Esta forma gra´fica de representar los conceptos y sus relaciones, proveen a los
profesores y alumnos de una manera para organizar y comunicar su estructura mental
sobre un tema determinado. Ausubel, citado por Maya ([39], p. 19), sostiene que “la
estructura cognitiva de una persona es el factor que decide acerca de la significacio´n
del material nuevo y de su adquisicio´n y retencio´n”, por lo tanto, un concepto podra´ o
no, ser incorporado de acuerdo a la estructura cognitiva que el alumno posea y a las
tareas de aprendizaje que se le presenten.
Desde una perspectiva innovadora e investigativa, los mapas conceptuales son
una fuente de informacio´n del lenguaje que posee un alumno, lo cual le permite al
docente regular el proceso de ensen˜anza y de aprendizaje, y dicha regulacio´n, se realiza
principalmente con una intervencio´n directa entre docente y alumno.
1.6.1. El lenguaje: Relacio´n entre el modelo educativo de van
Hiele y los mapas conceptuales
El lenguaje tiene un papel crucial dentro del proceso de formacio´n de conceptos y
en el aprendizaje significativo de los mismos. Es la facultad humana que permite, entre
otras cosas: expresar, comunicar, manejar co´digos y sistemas de s´ımbolos organizados
de acuerdo con leyes internas, con el fin de manifestar lo que se conoce, se vive, se
piensa, se desea, se siente, entre otros actos de la actividad humana.
Segu´n Ausubel, la adquisicio´n del lenguaje es lo que permite en gran parte a los
humanos el aprendizaje significativo, de una vasta cantidad de conceptos y principios
que, por si solos, no podr´ıan nunca descubrir a lo largo de sus vidas. Es por eso que se
hace relevante dejar expl´ıcito el papel que juega el lenguaje dentro de la construccio´n
de los mapas conceptuales, ya que segu´n Novak ([46], p. 37), “. . . es u´til para traducir
regularidades que reconocemos normalmente, en co´digos que podemos utilizar para
describir nuestros pensamientos, sentimientos y acciones”.
En concordancia con el modelo educativo de van Hiele, el lenguaje constituye uno
de los factores de mayor importancia en la deteccio´n del nivel de razonamiento en el
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que se encuentra un alumno, donde adema´s de la observacio´n de los te´rminos que los
alumnos utilizan, es de especial intere´s la evolucio´n y el refinamiento que provoca en
ellos la bu´squeda de una mayor precisio´n, segu´n Gutierrez ([16], p. 313),
. . . las diferentes capacidades de razonamiento asociadas a los niveles de van
Hiele no so´lo se reflejan en la forma de resolver los problemas propuestos,
sino en la forma de expresarse y en el significado que se le da a determinado
vocabulario.
En este mismo sentido, Esteban ([49], p. 154), afirma que
. . . al indagar por un concepto espec´ıfico, el docente puede darse cuenta
del tipo de relaciones construidas por los alumnos, con que´ otros conceptos
lo relaciona, el lenguaje utilizado y el grado de integracio´n entre ellos. Al
evaluar esta informacio´n, la instruccio´n se puede orientar a ayudarle a los
alumnos a ampliar la red de relaciones, propiciando el insight, objetivo
fundamental del modelo de van Hiele.
Por lo tanto, el propugnar por la evolucio´n del lenguaje de los alumnos, debe
ser uno de los objetivos primordiales en las actividades de aprendizaje disen˜adas por el
docente, pues e´sto le permite una mejor interaccio´n con ellos, ya que si hay limitaciones
en el lenguaje, se generan dificultades para comprender, analizar y razonar frente al
concepto matema´tico estudiado, tal como lo describe Beyer y Sua´rez ([56], p. 66)
El manejo del vocabulario matema´tico se mejora cuando la interaccio´n
estudiante – profesor crea la necesidad de encontrar la palabra correcta
para expresar una determinada idea.
Dichas dificultades, se tornan au´n ma´s graves, si a lo anteriormente expuesto se
le agrega la poca habilidad que puede tener el estudiante en el uso y comprensio´n del
lenguaje utilizado. Esto trae como consecuencia las fallas al interpretar el lenguaje en
el contexto matema´tico, no permitiedo a los alumnos, sintetizar, analizar y razonar
sobre el concepto objeto de estudio. Lo anterior se puede entender en el contexto del
modelo educativo de van Hiele como “dos personas que razonan, y que interpretan los
argumentos de otro, en diferentes niveles no podra´n comprenderse” ([16], p. 315).
De acuerdo a lo anteriormente planteado, el lenguaje es una de las principales
relaciones que hay entre el modelo educativo de van Hiele y la te´cnica de los mapas
conceptuales, debido a que en dicho modelo es un factor de distincio´n entre niveles de
razonamiento y en los mapas conceptuales es un factor esencial en su elaboracio´n.
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1.6.2. Otras formas de representacio´n del conocimiento
Los mapas conceptuales no son la u´nica forma de representacio´n de conceptos,
estos tambie´n se pueden representar mediante diagramas de flujo, organigramas, redes
conceptuales, redes sema´nticas, ep´ıtomes, esquemas, entre otros. Segu´n Maya ([39], p.
105), ninguno de estos tipos de representacio´n se basa en la teor´ıa del aprendizaje
significativo, ni en la teor´ıa del conocimiento que constituyen la base de la elaboracio´n
de los mapas conceptuales.
Las siguientes definiciones son presentadas por Ontoria ([43], p. 44), en relacio´n
con la representacio´n del conocimiento:
Diagramas de flujo: Representa la sucesio´n temporal de acontecimien-
tos, no el orden de inclusividad.
Organigramas: Son representaciones de una jera´rquia, pero no de
significados sino de unidades o funciones administrativas.
Redes conceptuales: Expresan jera´rquias de significados, de tal manera
que los conceptos ma´s generales se explicitan en una serie de conceptos
ma´s concretos que describen el significado de los primeros. Las
relaciones se simbolizan por medio de flechas y no necesariamente han
de expresarse en forma verbal.
Redes sema´nticas: Las redes concpetuales se llaman tambie´n redes
sema´nticas porque pretenden, fundamentalmente, establecer relaciones
de significados entre los conceptos (nodos) que tratan de representar.
Ep´ıtomes: Constituyen un marco conceptual de una asignatuta o a´rea
escolar, que recoge los elementos eseciales del contenido y los
contextualiza conceptualmente.
Esquemas: Novak, distingue los mapas conceptuales, de los esquemas con
base a que la seleccio´n de los conceptos es mucho ma´s intensa en los
mapas, su lenguaje es ma´s expl´ıcito y conciso, y la jerarquizacio´n es
ma´s estricta que en los esquemas y tambie´n es mayor su impacto visual.
1.6.3. R. Duval
Los estudios experimentales de Raymond Duval, involucran, por un lado, los
problemas de manipulacio´n de representaciones dentro de un sistema matema´tico
de signos, y por otro, los problemas de conversio´n entre dos o ma´s sistemas de
representacio´n de un mismo objeto matema´tico, estos han generado una nueva nocio´n
que es la base de registro semio´tico de representacio´n, cuya idea esta´ totalmente ligada
a las funciones esenciales para toda actividad cognitiva.
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Una forma de ejemplificar lo anteriormente descrito, es la escritura de un nu´mero
en diferentes sistemas de representacio´n, por ejemplo:
0,33...= 13 = 3
−1 =
2
6 . . .
Duval ([32], pp. 29 - 30), caracteriza un sistema semio´tico de la siguiente manera:
Un sistema semio´tico puede ser un registro de representacio´n, si permite
tres actividades cognitivas relacionadas con la semio´sis:
La presencia de una representacio´n identificable.
El tratamiento de una representacio´n que es la transformacio´n de la
representacio´n dentro del mismo registro donde ha sido formada.
La conversio´n de una representacio´n, que es la transformacio´n de la
representacio´n en otra representacio´n de otro registro en la que se
conserva la totalidad o parte del significado de la representacio´n inicial.
Sobre la construccio´n de conceptos matema´ticos, Duval ([31], p. 46) establece
que cada representacio´n es parcial con respecto a lo que representa, esto implica
que debemos considerar como absolutamente necesario la interaccio´n entre diferentes
representaciones del objeto matema´tico para la formacio´n del concepto.
La Figura 1.4 (p. 37), muestra un modelo cognitivo de la representacio´n, y segu´n
Duval ([32], p. 68), este se entiende como
Las flechas 1 y 2 corresponden a las transformaciones internas a un registro.
Las flechas 3 y 4 corresponden a las transformaciones externas, es decir,
a las conversiones por cambio de registro. La flecha C corresponde a lo
que llamaremos comprensio´n integradora de una representacio´n: supone
una coordinacio´n de dos registros. Las flechas punteadas corresponden a
la cla´sica distincio´n entre representante y representado. Naturalmente, este
esquema considera el caso ma´s simple de la coordinacio´n entre dos registros.
As´ı mismo, Duval, considera dos caracter´ısticas esenciales de la actividad
matema´tica: el cambio y la coordinacio´n de los registros de representacio´n semio´tica.
Por ejemplo, si se consideran los registros de representacio´n: lingu¨´ısticos (lenguaje
natural, escritura algebraica, lenguaje formal) u otros registros (figuras geome´tricas,
gra´ficos cartesianos, tablas, etc.), se entiende por cambio de registro de representacio´n
“a la conversio´n de la representacio´n de alguna cosa en una representacio´n de esta misma
cosa en otro sistema semio´tico” ([32], p. 30). Por otro lado, como en el dominio del
conocimiento matema´tico se movilizan diferentes registros de representacio´n, tambie´n
es necesario coordinarlos.
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Figura 1.4: Modelo cognitivo de la representacio´n centrado en la funcio´n de objetivacio´n.
1.7. Marco teo´rico de la investigacio´n
Finalmente, de las teo´rias y modelos educativos presentados en este Cap´ıtulo, el
que ha sido adoptado en la presente investigacio´n es el de van Hiele, pues como se expuso
anteriormente, ha sido probado en a´reas diferentes a las inicialmente propuestas por
los esposos van Hiele, en particular, en el concepto de aproximacio´n local, en algunas
de sus manifestaciones.
A partir de esto, y teniendo en cuenta las carecter´ısticas presentadas por los
lineamientos curriculares ([25], p. 58), donde se describe que
. . . la moderna investigacio´n sobre el proceso de construccio´n del pensamien-
to geome´trico indica que e´ste sigue una evolucio´n muy lenta desde las formas
intuitivas iniciales hasta las formas deductivas finales.
Muestra al modelo educativo de van Hiele, como “la propuesta que
parece describir con bastante exactitud esta evolucio´n”, en lo relativo al
pensamiento geome´trico.
y debido a los resultados de sus recientes aplicaciones, en lo relativo a algunos conceptos
del Ana´lisis Matema´tico y del A´lgebra elemental, podr´ıa ser tambie´n una propuesta
que describe con bastante exactitud esta evolucio´nen en lo relativo al pensamiento
variacional, que es uno de los ejes centrales del proceso Educativo Colombiano.
Capı´tulo 2
Planteamiento del problema
E
l concepto de aproximacio´n local esta´ relacionado con todos los procesos de
paso al l´ımite, tales como el de recta tangente a una curva plana en un
punto dado sobre ella, el de derivada de una funcio´n en un punto, el de
continuidad de una funcio´n en un punto, la convergencia de sucesiones y
de series, entre otros. En investigaciones recientes, relacionadas en el Cap´ıtulo 1, que
tienen como marco teo´rico el modelo educativo de van Hiele, se proponen entre sus
objetivos encontrar los niveles de razonamiento propuestos para los correspondientes
conceptos de aproximacio´n local estudiados, disen˜ar entrevistas cl´ınicas y test semi-
estructurados, pero no se enfocan a disen˜ar propuestas metodolo´gicas para potenciar
el nivel de razonamiento de los alumnos.
Un factor, que es fundamental para determinar y potenciar el nivel de razonamiento
de un alumno, es el lenguaje empleado por este. En este Cap´ıtulo se presenta una
descripcio´n del concepto de aproximacio´n local, en su manifestacio´n de recta tangente
a una curva plana en un punto dado sobre ella, y la forma como los mapas conceptuales
se pueden implementar dentro del modelo educativo de van Hiele, para analizar el
lenguaje empleado por ellos en este concepto, lo cual permitira´ presentar formalmente
el problema objeto de estudio de esta investigacio´n.
2.1. El concepto de aproximacio´n local
Las primeras manifestaciones del concepto de aproximacio´n local se comienzan a
explicar en los u´ltimos an˜os de bachillerato y en los primeros an˜os de universidad,
en relacio´n con el Ana´lisis Matema´tico. En estos grados escolares el concepto se
explica de manera intuitiva, exponiendo las definiciones con palabras, para evitar la
simbolog´ıa necesaria en un tratamiento riguroso. Es comu´n creer, que la compresio´n
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de los procesos en los cuales esta involucrado el concepto de aproximacio´n local no
deber´ıa presentar obsta´culos para los alumnos y por ello se pasa ra´pidamente de las
definiciones presentadas en forma verbal a los problemas algebraicos, no teniendo en
cuenta el desarrollo del razonamiento que es inherente a los conceptos que requieren el
paso al l´ımite.
La recta tangente a una curva es una manifestacio´n del concepto de aproximacio´n
local, que para su estudio, se puede dotar de una componente visual y geome´trica,
que ayuda al alumno a comprender los procesos de razonamiento en los cuales esta´
involucrado el paso al l´ımite y a la vez hacer expl´ıcitos, mediante el lenguaje, los
procesos mentales que efectu´a para obtener conclusiones.
Segu´n Esteban ([12], p. 56) “El poder dotar la recta tangente a una curva plana
en un punto dado sobre ella, de una componente visual (La tangente a una curva en
un punto A es la recta a la que tiende la curva cuando se magnifica en un entorno de
A), y el hecho intr´ınseco de ser geome´trico, fue lo que permitio´ extender el modelo de
van Hiele al campo del Ana´lisis Matema´tico, en particular al concepto de aproximacio´n
local, lleva´ndolo fuera del a´mbito de la geometr´ıa elemental”, esto facilita detectar los
descriptores para los distintos niveles de razonamiento propuestos por el modelo.
2.2. El concepto de recta tangente a trave´s de la
historia
Los matema´ticos griegos, en el mundo geome´trico en el cual se mov´ıan, siempre
estuvieron interesados en encontrar tangentes a las curvas que estudiaban, en especial
a las co´nicas, de las que fueron sus descubridores, caracteriza´ndolas de acuerdo con las
propiedades que estas curvas tienen. La historia destaca en este campo a Apolonio, el
cual dedico´ su libro V al estudio de los segmentos ma´ximos y mı´nimos, trazados con
respecto a una co´nica. Acerca de esto, Boyer dice:
. . . Los teoremas de Apolonio sobre ma´ximos y mı´nimos son en realidad
teoremas sobre tangentes y normales a las secciones co´nicas. Sin un
conocimiento de las propiedades de las tangentes a una para´bola ser´ıa
imposible un ana´lisis preciso de las trayectorias locales en el movimiento de
proyectiles y, de la misma manera, un estudio detallado de las trayectorias
de los planetas es inimaginable sin hacer referencia a las tangentes a una
elipse. Resulta pues meridianamente claro, dicho en otras palabras, que fue
la matema´tica pura de Apolonio la que hizo posible la aparicio´n, unos 1.800
an˜os ma´s tarde, de los Principia de Newton, ... Los matema´ticos griegos no
dispon´ıan de una definicio´n muy satisfactoria de la tangente a una curva C
en un punto P, considera´ndola como una recta L que tiene el u´nico punto P
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comu´n con la curva, y tal que no pueda trazarse ninguna otra recta pasando
por P e incluida entre la recta L y la curva C ([4], p. 203).
As´ı mismo, debido a la falta de un sistema nume´rico y de coordenadas adecuado,
tuvieron que pasar varios siglos antes de que estas ideas fueran retomadas desde un
punto de vista algebraico y contribuyeran a solucionar otros problemas matema´ticos
de gran importancia, esta nueva visio´n fue expuesta en los trabajos de Descartes, tal
como lo expone Jourdain:
El problema de trazar la tangente – posicio´n l´ımite de la secante cuando
los dos puntos de interseccio´n se aproximan indefinidamente el uno al otro
– en cualquier punto de una curva cobro´ importancia como resultado de
la obra de Descartes, y esto, junto con las nociones afines de velocidad
y aceleracio´n “en el instante”, que aparecen en la cla´sica investigacio´n de
Galileo publicada en 1.638, y la ley de la ca´ıda de los graves, origino´ a la
larga el potente y co´modo “ca´lculo infinitesimal” de Leibniz y el “me´todo
de fluxiones” de Newton([19], p. 398).
Descartes y varios de sus seguidores adoptaron diferentes formas de la definicio´n
de tangente, las cuales suponen en realidad la idea de l´ımite, nocio´n que aparece
abiertamente en la formulacio´n rigurosa del ca´lculo infinitesimal cuya definicio´n formal
(la de l´ımite) fue dada por Cauchy, en la primera mitad del siglo XIX. En la
segunda mitad del siglo XIX, el celebre analista alema´n Karl Weierstrass, “construyo´
una base aritme´tica puramente formal para el ana´lisis, totalmente independiente
de toda intuicio´n geome´trica” ([5], p. 284). Como puede observarse, el concepto de
tangente siempre estuvo presente en la mente de los grandes matema´ticos, sirviendo de
motivacio´n para el desarrollo de otros temas afines hasta la formalizacio´n del ana´lisis
con Cauchy y Weierstrass.
2.3. Mecanismos para construir la tangente a una
curva plana en un punto dado sobre ella y su
relacio´n con el modelo de van Hiele
Algunos de los mecanismos que permiten de una manera gra´fica, explorar el
concepto de recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella son el zoom y
el haz de secantes. Por medio del mecanismo del zoom se logro´ por primera vez extender
el modelo de van Hiele a conceptos fuera de la geometr´ıa elemental, encontra´ndose los
descriptores para los Niveles I, II y III, lo cual permite detectar el nivel de razonamiento
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de un alumno, en uno de estos niveles de acuerdo con el modelo educativo de van Hiele.
Este trabajo fue realizado por J. L. Llorens ([14]), quien expandio´ las posibilidades de
aplicacio´n de dicho modelo a otros trabajos en el campo del Ana´lisis Matema´tico como
es el de la continuidad local, realizado por Campillo Herrero ([6]), entre otros.
El mecanismo del zoom permite definir la tangente como “la recta a la que tiende
la curva cuando se magnifica en un entorno de A”, tiene como ventaja principal
que es “fa´cil” de visualizar. La mayor´ıa de asistentes matema´ticos y las calculadoras
gra´ficas tienen funciones especiales para efectuarlo ra´pidamente; de otro lado, tiene
la desventaja de que no es fa´cilmente formalizable, es decir, no permite explorar el
razonamiento en niveles avanzados.
Otro de los mecanismos que permite explorar el concepto de recta tangente a una
curva plana en un punto A dado sobre ella, es el haz de secantes. A partir de e´l,
Esteban ([12]) caracterizo´ los niveles de razonamiento I, II y III del modelo de van
Hiele, encontrando los descriptores para cada uno de ellos. Dicho mecanismo puede
definirse como “las rectas que pasan por A y por puntos sobre la curva cada vez mas
cercanos a A”. A partir de e´l, se puede definir la tangente en A como “el l´ımite de las
secantes AM cuando el punto M tiende a A a lo largo de la curva”, tal como se ilustra
en la Figura 2.1 (p. 43).
La construccio´n del mecanismo es ma´s laboriosa, puesto que requiere trazar
rectas, bien sea con regla o con la ayuda de un programa gra´fico que permita hacerlo
ra´pidamente; de otro lado, desde el comienzo se recalca la localidad (se hace sobre un
punto de la curva), hecho fundamental en el concepto de tangente. Segu´n Esteban ([12],
p. 67),
estos dos mecanismos, el “zoom” y “el haz de secantes”, permiten explorar
el concepto-imagen que los estudiantes tienen de la tangente a una curva en
un punto y ponen en crisis, en los estudiantes que no razonan en un nivel
elevado, el concepto imagen de tangente como recta que toca a la curva en
un punto (caso de la circunferencia), o el de que la tangente no puede cortar
a la curva (en algunos casos especiales), permitie´ndoles ver que la tangente
debe cumplir una propiedad adicional que depende de la propia curva y del
paso al l´ımite que se hace a partir del mecanismo elegido.
Cabe resaltar, que a diferencia del mecanismo del zoom, el mecanismo haz de
secantes permite que los estudiantes realicen procesos de formalizacio´n1 verbal, es
decir, permite explorar el razonamiento en niveles avanzados (Nivel III y IV del modelo
educativo de van Hiele).
1Es importante aclarar, que este proceso de formalizacio´n no se refiere a dar una definicio´n
formal del concepto objeto de estudio, sino, a que los alumnos expresen verbalmente definiciones
matema´ticamente va´lidas para dicho concepto.
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Figura 2.1: Proceso de construccio´n del mecanismo del haz de secantes en cuatro (4)
pasos. Paso 1, marque un punto A sobre la curva. Paso 2, marque un punto M sobre
la curva a la izquierda o derecha de A. Paso 3, marque puntos sobre la curva, a partir
de M cada vez ma´s pro´ximos a A. Paso 4, trace las rectas secantes que pasen siempre
por A y por los puntos marcados cada vez ma´s proximos a A.
Existen otros mecanismos para explorar el concepto de tangente, como los
expuestos por Artigue en el art´ıculo Analysis, publicado en el texto “Advanced
mathematical thinking” ([35], p. 174), pero el que ofrece mayor intere´s dentro de la
presente investigacio´n, es el del “haz de secantes”.
2.4. La recta tangente en el curr´ıculo acade´mico
colombiano
El concepto de recta tangente, en el curr´ıculo escolar Colombiano, se presenta a
los alumnos en los primeros an˜os de bachillerato, y se hace con una imagen esta´tica2 en
2Se debe entender por “esta´tico”, aquellas ima´genes que no conducen a la nocio´n de aproximacio´n,
y por “dina´micas”, aquellos ima´genes que involucren en su proceso de construccio´n el paso al l´ımite.
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relacio´n a con una circunferencia mostrando u´nicamente una gra´fica, como la ilustrada
en la Figura 2.2 (p. 44).
Figura 2.2: Ilustracio´n del concepto de recta tangente dado a los alumnos en los u´ltimos
an˜os de primaria y los primeros an˜os de bachillerato.
Esta´ presentacio´n del concepto a partir de imagenes esta´ticas no pe´rmite que los
estudiantes evolucionen en su nivel de razonamiento, y por el contrario, puede tener
elementos que lo inducen a creer que la tangente no puede cortar a la curva, impidiendo
que el alumno construya en su mente una imagen dina´mica del concepto de recta
tangente a una curva plana, desaprovechando la oportunidad de utilizar la componente
geome´trica en un sentido dina´mico, es decir, la capacidad de abstraer que el proceso
de construccio´n de la tangente es infinito y requiere del paso al l´ımite.
Durante los an˜os siguientes el problema de construccio´n de la tangente esta
“ausente” de los programas de matema´ticas, y so´lo se vuelve a tratar en el u´ltimo an˜o
de bachillerato cuando se trabaja el concepto de derivada, apareciendo por primera
vez el mecanismo del haz de secantes, tema con el cual se relaciona directamente la
recta tangente a una funcio´n en un punto dado. Las Figuras 2.3 (p. 45) y 2.4 (p. 46),
muestran como se presenta y se trabaja el tema de acuerdo con dos de los textos ma´s
populares de matema´ticas, que se siguen en el u´ltimo an˜o de bachillerato.
De acuerdo con lo anteriormente descrito, se tiene que el concepto de tangente
no se encuentra definido y se utiliza de manera encubierta para definir el concepto de
derivada. En ningu´n momento se hace una distincio´n entre los dos conceptos (derivada
– tangente), creando en muchos alumnos un concepto-imagen que no corresponde a
ninguno de ellos. Segu´n Esteban ([12], p. 82), algunos aspectos que resaltan este hecho
son:
Si no se ha definido ni explicado el concepto de recta tangente, a
una curva en un punto, no es natural que la derivada se interprete
geome´tricamente como la pendiente de la recta tangente.
Las explicaciones que se dan sobre la tangente a una curva en un punto,
al utilizarla para definir la derivada, no ayudan a que el estudiante
erradique el concepto–imagen de tangente a una circunferencia, y por
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Figura 2.3: Ilustracio´n tomada del texto, Matema´tica Constructiva 11 ([57], p. 132),
en la cual se muestra como se presenta el concepto de recta tangente.
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Figura 2.4: Ilustracio´n tomada del texto, Matema´tica Experimental 11 ([20], p. 305),
en la cual se muestra como se presenta el concepto de recta tangente.
el contrario refuerzan la idea de que la tangente “toca” la curva en un
punto y no la “corta”, para diferenciarla de una “secante” que tambie´n
se da por entendido y no se define expl´ıcitamente. Esto hace que se
mantengan distintas concepciones sobre lo que es la recta tangente a
una curva.
A partir de la derivada so´lo se puede encontrar la tangente a curvas
que representen funciones derivables en los puntos de estudio, pero
nada se dice de los otros tipos de curvas, incluida la circunferencia (no
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es la gra´fica de una funcio´n de una variable), que es la que se da como
primer ejemplo para ilustrar la tangente a una curva.
Se puede alcanzar suficiente destreza al trabajar con la derivada de una
funcio´n, y encontrar la tangente a curvas cuyas ecuaciones anal´ıticas
no sean fa´ciles de manipular, pero se pierde la parte ma´s importante
que es la de potenciar la capacidad de razonamiento y de entender los
procesos de aproximacio´n local.
Son muchas las dificultades que presentan los estudiantes en la comprensio´n de
estos conceptos, a pesar de los esfuerzos dida´cticos que se hacen para hacer mas claras
las explicaciones, apoyadas con textos en formatos cada vez ma´s novedosos y con nuevas
tecnolog´ıas introducidas en el aula de clase, que van desde la utilizacio´n de poderosos
asistentes matema´ticos hasta recursos diseminados por internet. Au´n as´ı, los resultados
que se siguen obteniendo no son muy alentadores: pues no se disen˜an estrategias
de aprendizaje adecuadas a partir de ellas impidiendo que el alumno comprenda los
conceptos involucrados, manifesta´ndose en su bajo desempen˜o, desercio´n de los cursos
y la mortalidad acade´mica en los primeros an˜os de universidad, crea´ndose as´ı una
necesidad de implementar metodologias alternativas de ensen˜anza en el a´rea, que
permitan a los alumnos comprender realmente estos conceptos.
2.5. Problema de investigacio´n
Tradicionalmente, cuando se desarrolla un curso de ca´lculo diferencial, se hace
e´nfasis en la manipulacio´n de ecuaciones y en la sustitucio´n de valores dentro de ellas,
esto no basta para que el alumno integre los conceptos matema´ticos tratados, y por lo
tanto, crea la falsa conviccio´n de que el ca´lculo se reduce a la aplicacio´n directa de un
algoritmo del cual no se conoce su verdadero sentido y significado.
No obstante, desde el punto de vista operacional, los aspectos mencionados
anteriormente siguen siendo importantes en el dominio del concepto, pero poco
aportan al desarrollo del razonamiento de los alumnos, pues en ellos prima el manejo
de algoritmos y la memorizacio´n de conceptos de forma aislada, no permitiendo
comprender los procesos de aproximacio´n local.
Este hecho, no solo cuestiona la metodolog´ıa tradicional seguida en la explicacio´n
de esos conceptos tanto a nivel de bachillerato como universitario, evidenciando un
grave problema metodolo´gico en los procesos de ensen˜anza y de aprendizaje de los
fundamentos del Ana´lisis Matema´tico, en particular, con el concepto de aproximacio´n
local, en su manifestacio´n de recta tangente a una curva plana, sino que traen como
consecuencia las siguientes situaciones:
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El bajo desempen˜o de los estudiantes de u´ltimo grado de bachillerato. La
Figura 2.5 (p. 49) hace parte del informe de las pruebas de estado, presentado por
el Instituto Colombiano para el Fomento de la Educacio´n Superior – ICFES3–
entre los an˜os 2000 y 2004 y muestra el bajo desempen˜o de los alumnos en el
a´rea de matema´ticas. Los criterios de puntuacio´n tenidos en cuenta son4:
BAJO entre 0 y 30 puntos.
MEDIO entre 31 y 70 puntos. Podr´ıa plantearse una subdivisio´n del rango
medio en dos partes as´ı: medio bajo, que ir´ıa desde 31 hasta 45 puntos, y
medio alto, que ir´ıa desde 46 hasta 70 puntos.
ALTO entre 71 y 100 puntos.
En la Figura 2.6 (p. 49), se observa que en el segundo semestre del u´ltimo an˜o,
el a´rea de matema´ticas presenta la mayor cantidad de alumnos con puntajes
inferiores o iguales a 45 puntos; para ser ma´s precisos 329.021 alumnos de 408.113,
esto representa un porcentaje del 80.62% del total. Cabe resaltar, que 366.629
(89.8%) son alumnos de grado 11 y 41.484 son egresados de la educacio´n media de
an˜os anteriores, as´ı mismo el grupo de alumnos proviene de 7.837 distintos colegios
del pa´ıs; 263.537 son alumnos de instituciones oficiales y 103.092 de instituciones
privadas. Esto permite inferir, que el bajo rendimiento de los alumnos, no es un
problema sectorizado, es decir, no depende de la regio´n y del tipo de institucio´n
de donde provienen los alumnos.
Desercio´n en los primeros semestres universitarios. El bajo rendimiento
acade´mico presentado por los alumnos, en especial en el a´rea de matema´ticas y
la desercio´n de los mismos en los cursos de ca´lculo, que se ofrecen en los primeros
semestres de las diferentes universidades5, se producen por diversas situaciones
que van desde los procesos externos al a´mbito educativo o institucional do´nde
el estudiante realiza su formacio´n (entre ellos se encuentra la falta de recursos
dida´cticos), hasta las referidas al terreno propio de los procesos de ensen˜anza y de
aprendizaje de las matema´ticas, donde se puede relacionar, la calidad educativa,
la estructura y pertinencia curricular del a´rea dentro del saber espec´ıfico y la
falta de una adecuada capacitacio´n docente, que se refleja en la de´bil elaboracio´n
3Ve´ase, Grupo de divulgacio´n de resultados, ICFES. Informe de resultados del examen de estado
aplicado en abril del 2004, en http://www.icfes.gov.co.
4 Ve´ase, Grupo de divulgacio´n de resultados, ICFES. ¿Cua´les son los tipos de resultados y su
interpretacio´n? En http://www.icfes.gov.co
5Segu´n entrevistas con Jefes de Departamentos y Vicedecanos de diferentes universidades (pu´blicas
y privadas), sostienen que en promedio la tasa de desercio´n de los cursos de ca´lculo y matema´ticas
ba´sicas, alcanza y en algunos casos supera el 60%. Ellos consideran como desercio´n, la cancelacio´n de
cursos, cancelaciones de semestre y desertores acade´micos.
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Figura 2.5: Informe de los porcentajes obtenidos en la aplicacio´n del examen de estado,
a partir del primer semestre del an˜o 2000 al segundo semestre del 2004, cuyos resultados
fueron clasificados como bajos.
Figura 2.6: Informe de los porcentajes obtenidos por a´rea en el segundo semestre del
2004.
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de experiencias de aprendizaje, que ayuden a los alumnos a mejorar su nivel de
razonamiento, entre otras.
Esta u´ltima situacio´n es la que ma´s influye en el aumento de los ı´ndices
de desercio´n, pues los alumnos no reciben la cantidad de experiencias de
aprendizaje necesarias para aprender y comprender significativamente los
conceptos involucrados en el estudio de esta rama del saber.
Lo anterior, evidencia el problema que existe en la docencia que se imparte
en esta disciplina, y revela el problema que tienen los alumnos, no solo para
aprobar las asignaturas que corresponden a dicha a´rea, sino para comprender
los razonamientos propios de la misma, que son precisamente aquellos los que
permiten organizar, interrelacionar y fijar el conocimiento adquirido, fomentando
la reflexio´n, el ana´lisis y la creatividad.
Aunque hay otros factores que influyen en el bajo rendimiento acade´mico, como
son:
i. El entorno social en el cual se desenvuelve el alumno.
ii. Las condiciones econo´micas y familiares.
iii. Las condiciones educativas.
iv. La motivacio´n que tienen los alumnos, hacia el estudio formal y no formal de las
matema´ticas, entre otras.
no se tienen en cuenta en este estudio, ya que por si solos, cada uno de ellos
corresponder´ıa a otro proceso de investigacio´n.
De acuerdo a lo anteriormente planteado, se puede evidenciar que los alumnos
ubicados en la interfase bachillerato universidad, no razonan correctamente frente al
concepto de aproximacio´n local, en su manifestacio´n de recta tangente a una curva plana
en un punto dado sobre ella, lo que impide que obtengan una mejor comprensio´n del
mismo, y que no puedan integrar en su red de relaciones, los procesos de razonamiento
infinito intr´ınsecos en este proceso. Es por esto, que el presente trabajo de investigacio´n
se centra en disen˜ar y aplicar un mo´dulo de instruccio´n, a la luz del modelo educativo
de van Hiele que ayude a los alumnos a progresar en su nivel de razonamiento.
Capı´tulo 3
Metodolog´ıa
E
l presente trabajo de investigacio´n, se enmarca dentro del modelo educativo
de van Hiele que propugna por la aplicacio´n de experiencias significativas de
aprendizaje para que se produzca el progreso de un nivel de razonamiento al
inmediatamente superior, frente al concepto objeto de estudio.
En este Cap´ıtulo, se presentan los objetivos que delimitan el trabajo de
investigacio´n y el mo´dulo de instruccio´n con sus respectivas experiencias de aprendizaje,
para que los alumnos ubicados en el Nivel II de razonamiento en el concepto de
aproximacio´n local en su manifestacio´n de recta tangente a una curva plana en un
punto dado sobre ella progresen al Nivel III del modelo educativo de van Hiele.
3.1. Objetivo general
Disen˜ar y aplicar un mo´dulo de instruccio´n, que permita a un alumno ubicado
en el Nivel II de razonamiento del modelo educativo de van Hiele, en el concepto de
aproximacio´n local en su manifestacio´n de recta tangente a una curva plana en un
punto dado sobre ella, progrese al Nivel III, utilizando como mecanismo de exploracio´n
e indagacio´n el haz de secantes. De tal forma que queden situados a las puertas de
la formalizacio´n y que reconozcan los procesos del paso al l´ımite intr´ınsecos en este
proceso.
3.2. Objetivos espec´ıficos
1. Pasar el test denominado “Curvas y Tangentes” disen˜ado por Esteban [12] (Ver
Ape´ndice G, p. 215) a un grupo de alumnos, para determinar el nivel de
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razonamiento en el cual se encuentran frente al concepto objeto de estudio.
2. Disen˜ar las experiencias de aprendizaje, que conforman el mo´dulo de instruccio´n,
para cada una de las fases de aprendizaje del modelo educativo de van Hiele, que
potencie el progreso de un alumno ubicado en el Nivel II de razonamiento al Nivel
III.
Dichas experiencias deben tener las siguientes caracter´ısticas:
Facilitar la introduccio´n del concepto objeto de estudio sin requerir del alumno
ningu´n tipo de destreza operacional.
Transmitir la idea de lo que es un proceso de razonamiento infinito.
Permitir al alumno la conexio´n de las ideas nuevas, con las anteriores.
Preparar al alumno para que puede definir verbalmente, el concepto objeto de
estudio.
Y adema´s, deben disen˜arse a la luz de los descriptores de separacio´n, del Nivel II
al Nivel III, los cuales se deben superar, y que fueron detectados por Esteban ([12],
pp. 87 - 111); ellos son:
El alumno no dara´, en general, respuesta a las situaciones patolo´gicas,
es decir, aquellas en las que exista alguna dificultad para realizar el
proceso de aproximacio´n. Por ejemplo, para la recta y para los a´ngulos
(valor absoluto).
En este nivel, el mecanismo del haz de secantes no se tiene como
un mecanismo para encontrar la recta tangente para todas aquellas
curvas en las cuales se puede aplicar, presenta´ndose desconcierto en
las situaciones patolo´gicas. No define la tangente a una curva en un
punto a partir del haz de secantes y la capacidad de deduccio´n de
propiedades no se tiene au´n desarrollada, estas son diferencias que
marcan la separacio´n entre los Niveles II y III de razonamiento.
Un alumno no progresara´ desde el Nivel II al Nivel III (ni al IV)
mientras mantenga dualidades entre el concepto imagen (la progresio´n
de las secantes que pasan por un punto A de la curva y por otros
puntos situados sobre la curva cada vez mas cercanos a A) y el
concepto definicio´n (reconocer la tangente como el l´ımite del haz de
secantes, es un proceso infinito). El nivel de razonamiento que permite
la compresio´n de los conceptos avanzados o dina´micos es incompatible
con la dualidad entre concepto imagen y concepto definicio´n. La plena
integracio´n entre los conceptos intuitivos esta´ticos (tangente a una
circunferencia) con los dina´micos (aproximacio´n infinita mediante el
haz de secantes) caracteriza el acceso al Nivel III.
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3. Vincular los mapas conceptuales dentro de las fases de aprendizaje del modelo
educativo de van Hiele, como una estrategia para detectar el lenguaje empleado
por los alumnos y, para estudiar la red de relaciones que forman a medida que
desarrollan el mo´dulo de instruccio´n.
4. Seleccionar un grupo de control y un grupo experimental, del grupo de estudiantes
clasificados en el Nivel II de razonamiento, para llevar a cabo la aplicacio´n de las
experiencias de aprendizaje y poder contrastar los resultados obtenidos.
5. Aplicar el mo´dulo de instruccio´n al grupo experimental, y comprobar mediante el
test “Curvas y Tangentes”y el oportuno tratamiento estad´ıstico el progreso del Nivel
II al Nivel III de razonamiento de los alumnos del mismo grupo.
6. Proponer recomendaciones en aras del mejoramiento de la ensen˜anza del concepto
objeto de estudio.
3.3. Mo´dulo de instruccio´n
En esta seccio´n, se presenta el mo´dulo de instruccio´n, que contiene las experiencias
de aprendizaje para cada una de las fases del modelo educativo de van Hiele, y cuyo
objeto es ayudar a promover a los alumnos ubicados en el Nivel II de razonamiento
al Nivel III, frente al concepto de aproximacio´n local en su manifestacio´n de recta
tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella, empleando el mecanismo del
haz de secantes.
Disen˜o Metodolo´gico. Las experiencias de aprendizaje, pueden ser entendidas no
so´lo como las que se realizan en el aula, sino tambie´n como aque´llas que promueven
aprendizajes significativos, independientes del contexto donde se lleven a cabo. Estas
deben ser enfocadas de tal manera que los alumnos se involucren en procesos de
ensen˜anza y de aprendizaje ma´s espec´ıficos. As´ı mismo, las experiencias de aprendizaje
fuera del aula, sera´n aquellas que se realicen con propo´sitos formativos y que permitan
al alumno adquirir habilidades, destrezas y actitudes , adema´s, establecer relaciones
va´lidas entre los conocimientos adquiridos y otras a´reas del saber.
De acuerdo con lo anterior y segu´n las caracter´ısticas del modelo educativo de
van Hiele, dichas experienicias deben ser desarrolladas de tal forma, que permitan al
alumno ser part´ıcipe de su propio aprendizaje, ya que segu´n Gutie´rrez ([16], p. 330):
. . . la adquisicio´n por una persona de nuevas habilidades de razonamiento es
fruto de su propia experiencia. Esta experiencia se adquiere unas veces fuera
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del aula y otras veces dentro de ella. La ensen˜anza adecuada es, aquella que
proporciona esa experiencia.
Bajo esta perspectiva, se construyeron las experiencias de aprendizaje, que son la
base del mo´dulo de instruccio´n del concepto objeto de estudio. Antes de comenzar con
la descripcio´n de cada una de las experiencias que componen el mo´dulo, se presentara´
un digrama, que orienta la secuencia en su disen˜o y dara´ una visio´n general de su
contenido.
Figura 3.1: Diagrama acerca de la composicio´n del mo´dulo de instruccio´n.
As´ı mismo, se muestra el listado de los elementos que los alumnos ten´ıan a
disposicio´n al momento de iniciar cada una de las actividades, en las distintas fases
de aprendizaje:
Un la´piz.
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Una regla.
Papel en blanco.
Experiencias de aprendizaje, disen˜adas por el grupo de investigacio´n.
Hilo, tijeras y materiales adicionales que se requerian durante las diferentes
actividades, se suministraron en el momento oportuno.
El mapa conceptual1, mostrado en la Figura 3.2 (p. 56), es una gu´ıa del proceso
acade´mico e instruccional al que va a ser sometido el grupo experimental (ver Cap´ıtulo
4, p. 148), dentro del proceso de investigacio´n y as´ı mismo, sirvio´ como base para realizar
el proceso de evaluacio´n del lenguaje utilizado por los alumnos, despue´s de concluida
cada una de las experiencias de aprendizaje, donde era requerida la implementacio´n de
la te´cnica.
A partir de esto, y de acuerdo con la descripcio´n dada en el Cap´ıtulo 1 para la fase
1, el grupo de docentes elabora los objetivos que se deben cumplir con ella, ellos son:
1. Aplicar una te´cnica que permita detectar la informacio´n que los alumnos poseen en
su estructura cognitiva, frente al concepto de aproximacio´n local, en su manifestacio´n
de recta tangente a una curva plana en punto dado sobre ella.
2. Hacer una puesta en comu´n con todos los alumnos involucrados en la experiencia
del lenguaje del Nivel II, de acuerdo con el modelo de van Hiele.
3. Manejar correctamente el mecanismo del haz de secantes.
Las Actividades presentadas en la fase 1, buscan cumplir estos objetivos.
3.3.1. Fase 1: Informacio´n
Teniendo en cuenta los objetivos disen˜ados para esta fase, se proponen las
siguientes experiencias de aprendizaje:
Actividad 1. Que los alumnos elaboren, un mapa conceptual con los conceptos
geome´tricos de: punto, curva, recta y tangente.
El objetivo de e´sta Actividad, es indagar por la informacio´n que los alumnos poseen
en su estructura cognitiva, frente al concepto de aproximacio´n local, en su manifestacio´n
de recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella.
1Este mapa conceptual, se conocera´ con el nombre de “mapa del experto” y fue disen˜ado por el
grupo de docentes participantes en la investigacio´n, a partir del estudio del concepto de aproximacio´n
local y del ana´lisis de la tesis doctoral de Esteban ([12]).
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Figura 3.2: Mapa conceptual que orienta la evolucio´n en las relaciones que debe
presentar el grupo de alumnos al finalizar la aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n.
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La te´cnica seleccionada, para realizar tal indagacio´n, es la de los mapas
conceptuales, ya que segu´n Esteban ([49], p. 153), “los mapas conceptuales, permiten al
alumno poner de manifiesto las relaciones significativas entre los conceptos propuestos
(punto, curva, recta y tangente), la forma como comprenden e´stos y que relaciones
relevantes les faltan para completar los elementos ba´sicos de la red de relaciones del
nuevo nivel”.
Actividad 2. Aplicar el test “Exploracio´n de la idea de punto”, disen˜ado por Esteban
([11], p. 121).
El objetivo de esta Actividad, es colocar un punto comu´n de partida en el lenguaje
que emplean los alumnos ubicados en este nivel, sobre los conceptos ba´sicos de estudio,
a saber, la idea de punto, ya que el lenguaje tiene un papel crucial dentro del proceso
de formacio´n de conceptos y en el aprendizaje significativo de los mismos, y e´sta idea
es una de las bases fundamentales para el desarrollo del proceso.
El test, aplicado es el siguiente.
Exploracio´n de la idea de punto2
Instrucciones: Responde libremente las siguientes preguntas. No dejes
ninguna sin contestar. Despue´s de haber respondido una pregunta no la
corrijas.
1. ¿Que´ es para usted un punto?
2. ¿Co´mo te imaginas que es un punto?
3. ¿Podr´ıas representarlo? ¿Co´mo lo har´ıas?
4. ¿Un mismo punto se puede representar de varias formas?
4.1. ¿De cua´l(es) forma(s)?
5. ¿La forma de un punto depende del instrumento con el cual se
representa?
6. ¿El punto tiene una forma geome´trica definida?
6.1. Si tuvieras un la´piz de mina cuadrada, ¿Podr´ıas dibujar un punto?
7. ¿Un punto es lo mismo que su representacio´n?
8. ¿Do´nde se encuentran (hallan, buscan) los puntos?
2El test fue desarrollado como parte del proyecto de investigacio´n “Exploracio´n del concepto de
punto, recta y curva en alumnos de secundaria” en el an˜o 2002. Participaron los profesores Carlos
Alexander Grajales y Pedro Vicente Estaban Duarte.
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9. Supongamos que tienes una foto de tu´ cantante preferido. ¿Esa foto es
el cantante o una representacio´n de e´l?
10. Las marcas que hiciste ahora, ¿son el punto o la representacio´n del
punto?
11. Ahora, ¿co´mo te imaginas un punto?
Aporte de informacio´n: En geometr´ıa se distinguen tres dimen-
siones: largo, ancho y alto.
12. ¿Con cua´l de esta tres dimensiones asociar´ıais el punto? ¿Porque´?
13. ¿Que´ forma le asignar´ıas ahora al punto?
14. ¿Le asignar´ıas algu´n taman˜o al punto?
15. A partir de las dimensiones, ancho, largo y alto, ¿co´mo definir´ıas el
punto?
16. El punto que acabaste de definir, ¿puede cambiar de taman˜o al
colocarle lupas de distintos aumentos?
17. Observa la Figura 3.3: En ella se han representado los puntos A y B.
¿Cua´ntos puntos hay entre A y B?
b bA B
Figura 3.3: Puntos sobre una curva.
18. ¿Puedes representar todos los puntos entre A y B?
19. A partir de su nocio´n de punto, ¿que´ es una l´ınea recta?
20. ¿Que´ dimensio´n tiene la l´ınea recta?
21. ¿Crees que una l´ınea recta es un caso especial de una curva?
Observaciones: En el espacio siguiente escribe otras ideas que consideres
importantes acerca de la idea de punto.
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Actividades 3, 4, 5 y 6. Estas actividades, tienen como objetivo que el alumno
manipule adecuadamente el mecanismo del haz de secantes seleccionado en esta
investigacio´n, pues como se indico´ en el Cap´ıtulo 2, seccio´n 2.3 (p. 41), e´ste permite con
mayor facilidad estudiar los procesos de razonamiento sin manipulaciones algebraicas.
Cabe resaltar que en estas actividades se proponen 11 curvas diferentes, que pueden
ser clasificadas en dos grupos asi:
1. Curvas patolo´gicas: son aquellas que presentan una mayor dificultad para la
aplicacio´n del mecanismo, por ejemplo las que tienen“picos”,“oscilaciones”alrededor
de un punto determinado y la recta; y son fundamentales al momento de analizar los
resultados obtenidos por los alumnos, de acuerdo con los descriptores presentados
por Esteban ([12], pp. 87 - 111).
2. Curvas suaves: Son aquellas donde el manejo del mecanismo no presenta ningu´n
inconveniente, y pueden ser, segu´n su estructura abiertas o cerradas.
Actividad 3.
Marca sobre cada una de las curvas dadas, los puntos que consideres necesario para
describir la forma de la curva. Donde creas conveniente puedes escribir un comentario
sobre esta Actividad a la derecha de la curva.
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• Describe con tus propias palabras la actividad que acabas de realizar.
Actividad 4.
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Para cada una de las curvas ubicadas en la columna izquierda, cuando sea posible,
marca un punto B, sobre ella, a la derecha de A. Partiendo de B marca puntos
cada vez ma´s cercanos a A pero sin sobrepasarlo.
Para cada una de las curvas ubicadas en la columna derecha, cuando sea posible,
marca un punto C, sobre ella, a la izquierda de A. Partiendo de C marca puntos
cada vez ma´s cercanos a A pero sin sobrepasarlo.
Donde creas necesario, puedes escribir un comentario sobre esta actividad a la
derecha de la curva.
Columna izquierda Columna derecha
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• Con tus propias palabras, describe el proceso de marcar puntos sobre una curva
cada vez ma´s cercanos a un punto dado. ¿Para todas las curvas el proceso es el
mismo?
Actividad 5.
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Para cada una de las cuvas:
a. Repite la experiencia anterior.
b. Luego, con la regla traza rectas que pasen por el punto A y por cada uno de los
puntos marcados sobre la curva cada vez ma´s cercanos a A, (rectas secantes).
c. Donde consideres necesario, escribe un comentario sobre la actividad a la derecha
de la curva.
Puntos sobre la izquierda de A Puntos sobre la derecha de A
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Responde las siguientes preguntas:
a. ¿Que´ le sucede a las rectas secantes cua´ndo se trazan por puntos cada vez ma´s
cercanos a A?
b. Como pudiste notar, en cada caso las curvas a izquierda y a derecha son las
mismas y esta´ marcado sobre cada una de ellas el mismo punto. S´ı huieras hecho
el proceso de marcar los puntos a izquierda y a derecha sobre la misma curva ¿A
que´ conclusiones se podr´ıa llegar?
Observacio´n: Es importante aclarar, que estas actividades, conducen al alumno a
la nocio´n de aproximacio´n a un punto dado sobre una curva, y permiten comenzar
con el proceso de definicio´n de “recta tangente”, a trave´s de la implementacio´n del
mecanismo del haz de secantes. As´ı mismo, son una gran fuente de “alimentacio´n” del
lenguaje propio del nuevo nivel, que debido a su estructura, permite en los alumnos la
adquisic´ıo´n del mismo.
Actividad 6. Recapitulacio´n
En objetivo de esta Actividad, es que el alumno observe, describa y defina el
concepto de aproximacio´n selecionado, lo cual le permitira´ mostrar el avance obtenido
hasta ese momento, funcionando como un intrumento de control interno del proceso,
tanto en la obtencio´n del lenguaje como en la implenetacio´n del mecanismo. La
actividad propuesta se describe a continuacio´n.
En la siguiente curva, se presenta, como en los casos anteriores, una curva y un
punto ubicado sobre la misma. En ella debes realizar el siguiente proceso:
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a. Marca puntos muy proximos tanto a la derecha como a la izquierda de A.
b. Traza las rectas secantes que pasan por A y por los puntos cada vez ma´s cercanos
a A.
c. Al trazar secantes que pasen sobre la curva, a uno y otro lado del punto dado.
¿Que´ observaste? ¿Que´ conclusiones puedes obtener?
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Durante el ana´lisis de la informacio´n obtenida en esta fase, se observo´ la necesidad
de aplicar diferentes situaciones, f´ısicas y geome´tricas, que conlleven a la apropiacio´n
del concepto de infinito potencial, a la interiorizacio´n de la nocio´n de aproximacio´n y
al establecimiento de su relacio´n con el mecanismo seleccionado. Esta u´ltima parte es
el objetivo de la siguiente fase.
3.3.2. Fase 2. Orientacio´n Dirigida
Detectada la necesidad de aplicar el concepto objeto de estudio en diferentes
situaciones cotidianas, se disen˜an los objetivos a seguir durante esta parte del proceso,
y a partir de ellos, se crean las experiencias de aprendizaje necesarias para cumplir con
estos propo´sitos.
Los objetivos disen˜ados para esta fase son:
Objetivos de la fase 2
Ana´lizar distintas situaciones que con lleven a la interiorizacio´n de la nocio´n de
aproximacio´n local.
Explorar la nocio´n de infinito potencial, con el cual se abordara´ el estudio de la
manifestacio´n del concepto de aproximacio´n local seleccionado.
Integrar y diferenciar en las situaciones planteadas, el concepto de infinito
potencial, que es el principio del mecanismo seleccionado.
Verificar el lenguaje adquirido por los alumnos y el significado asignado a e´ste,
as´ı como las nuevas relaciones va´lidas que realicen frente al concepto objeto de
estudio.
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Actividad 1.
El objetivo es iniciar a los alumnos en procesos de razonamiento infinito, pero con
la caracter´ıstica de que dicho razonamiento esta´ limitado por las condiciones f´ısicas
propias de la actividad.
Divide el trozo de cuerda que se te ha entregado por la mitad, toma uno de los
dos trozos resultantes y div´ıdelo por la mitad nuevamente, continua este proceso
hasta donde consideres que se puede realizar.
Preguntas.
¿Cua´ntos cortes pudiste realizar?
¿La cantidad de cortes que realizaste depende del instrumento de corte utilizado?
¿Depende del material?
Si la respuesta anterior es afirmativa. ¿Cua´ntos cortes ma´s crees que puedes hacer,
si tuvieras un material ma´s apropiado para realizar la actividad? Justifica tu
respuesta.
¿Este proceso puede parar? Justifica tu respuesta.
¿Que´ resultar´ıa si volvieras a unir los trozos cortados?
Actividad 2.
El objetivo es que los alumnos diferencien los procesos f´ısicos, de los procesos
matema´ticos, ya que el progreso en el nivel de razonamiento, frente al concepto de
aproximacio´n local, esta´ basado en gran parte en la superacio´n de esta dualidad (f´ısico
– mental).
Para el segmento de recta dado
Dividelo por la mitad, sombrea uno de los dos segmentos resultantes. El trozo sin
sombrear, div´ıdelo nuevamente a la mitad. Repite el proceso anterior. Continua
este proceso hasta cuando consideres que se puede realizar con los instrumentos
utilizados.
Preguntas.
¿Cua´ntas divisiones pudiste realizar aplicando e´ste proceso?
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¿Consideras que la cantidad de divisiones hechas depende de la longitud del
segmento? Justifica tu respuesta.
¿Consideras que este proceso puede terminar?
¿Que´ pasa con la regio´n sombreada?
Imaginate un segmento, ¿si empezaras a realizar este proceso mentalmente,
consideras que este podr´ıa terminar?, ¿que´ suceder´ıa con la regio´n sombreada?
Observacio´n: Cabe resaltar que la diferencia fundamental entre las actividades 1 y
2, de esta fase de aprendizaje, es que en la primera de ellas, solo intervienen procesos
f´ısicos, mientras que en la segunda Actividad, se involucra el paso del proceso f´ısico al
proceso mental, lo que debe generar en la mente del alumno un cambio en su forma de
razonamiento en relacio´n a la nocio´n de aproximacio´n.
El objetivo de las actividades 3, 4 y 5, es introducir la nocio´n de aproximacio´n
puntual bilateral, es decir, la aproximacio´n a un punto dado, tanto por la izquierda
como por la derecha, a trave´s de procesos de razonamiento infinitos en donde el alumno
se ve obligado a emplear te´rminos tales como “se apro´xima”, “tiende”, “se acerca”, que
son caracter´ısticos de la nocio´n de aproximacio´n estudiada.
Actividad 3.
Para el segmento de recta dado
Dividelo en tres partes iguales, sombrea la parte de la izquierda y la de la derecha
del segmento resultante. Con el segmento que quedo sin sombrear, repite el
proceso descrito anteriormente. Continu´a este proceso hasta donde consideres
que se puede realizar con los instrumentos utilizados.
Preguntas.
Consideras que este proceso puede terminar.
¿Que´ pasa con la regio´n sombreada?
Imaginate un segmento, ¿si empezaras a realizar este proceso mentalmente,
consideras que este podr´ıa terminar?, ¿que´ suceder´ıa con la regio´n sombreada?
70 Metodolog´ıa
Actividad 4.
El siguiente cuadrado
Dividelo en dos partes iguales, sombrea una de ellas. A la parte del cuadrado que
quedo sin sombrear div´ıdela nuevamente en dos partes iguales y de nuevo sombrea
una de ellas. Continua este proceso hasta cuando consideres que se puede realizar
con la ayuda de los instrumentos utilizados.
Preguntas.
El proceso realizado, ¿puede terminar?
¿Que´ pasa con la regio´n sombreada?
Imaginate un cuadrado, ¿si empezaras a realizar este proceso mentalmente,
consideras que este podr´ıa terminar? ¿Que´ suceder´ıa con la regio´n sombreada?
Actividad 5.
Un pe´ndulo se suelta de la posicio´n A, se deja oscilar libremente sujeto a la fuerza
de la gravedad y a la friccio´n del aire. Progresivamente, se observa la desviacio´n,
hacia la derecha o hacia la izquierda, desde la vertical que pasa por el pivote hasta
el extremo del pe´ndulo, como lo indican las marcas horizontales. Esta accio´n sera´
ilustrada por el docente en el aula de clase, mostrando un pe´ndulo oscilando.
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Preguntas.
Consideras que este proceso puede terminar.
Describe con tus propias palabras, ¿que´ observa con el movimiento del pe´ndulo?
Puedes relacionar este movimiento con alguna de las actividades realizadas
anteriormente. Si tu respuesta es afirmativa escribe el nu´mero de la actividad
y representa o describe la similitud entre ellas.
Observacio´n: Aunque el objetivo es el mismo para las tres actividades, estas por
su naturaleza tienen tres enfoques diferentes, a saber: matema´tico, geome´trico y f´ısico,
adema´s, estas actividades pueden ser reformuladas con cualquier objeto de su a´rea
espec´ıfica, por ejemplo, el cuadrado puede ser cambiado por un tria´ngulo, el pe´ndulo
por un resorte, siempre y cuando no alteren los objetivos propuestos para dichas
actividades.
Actividad 6.
El objetivo de esta Actividad es, comenzar con el proceso de inducir al alumno a dar
definiciones matema´ticas precisas, es decir, que no generen ningun tipo de ambigu¨edad,
para esta investigacio´n, debe comprender la nocio´n de aproximacio´n local como un
l´ımite.
Observa la siguiente secuencia de figuras . . .
Preguntas.
Consideras que este proceso puede terminar.
Describe con tus propias palabras ¿Que´ pasa con la secuencia de figuras?
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Puedes relacionar este proceso con alguna de las actividades realizadas anterior-
mente. Si tu respuesta es afirmativa escribe el nu´mero de la actividad y representa
o describe la similitud entre ellas.
Actividad 7. Mapa Conceptual
El objetivo es que los alumnos muestren como han reformulado y/o ampliado su
red de relaciones va´lidas frente al concepto objeto de estudio, y as´ı mismo, que muestren
como relacionan el mecanismo del haz de secantes con el concepto de recta tangente a
una curva plana en un punto dado sobre ella. La Actividad propuesta es la siguiente:
Elabora un mapa conceptual con los te´rminos: punto, curva, recta, tangente,
aproximacio´n y haz de secantes.
En conclusio´n, con las preguntas formuladas y las actividades realizadas en las
dos primeras fases de aprendizaje, se buscaba que el alumno se apropiara del concepto
de aproximacio´n local y descubriera la relacio´n existente entre e´ste y el mecanismo
seleccionado, y de esta forma adquiriera de manera significativa, el lenguaje pripio del
nuevo nivel.
La siguiente fase, tiene como propo´sito que los alumnos intercambien sus
experiencias, comentando las regularidades e irregularidades observadas, y adema´s
hagan una revisio´n global del trabajo realizado hasta el momento, tal como se indico
en el Cap´ıtulo 1, seccio´n 1.4.3 (p. 23).
3.3.3. Fase 3. Explicitacio´n
Con el fin de observar que los alumnos hayan asimilado, aplicado correctamente la
instruccio´n y alcanzado los objetivos propuestos en las fases anteriores, se disen˜an los
objetivos para esta nueva fase de aprendizaje:
Objetivos de la fase 3
Recapitular del proceso, mediante la implementacio´n de actividades que conlleven
a la aplicacio´n del concepto trabajado, mediante la orientacio´n de asistentes
matema´ticos, como el Deriver, Matlabr, MuPADr, entre otros.
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Ana´lizar el lenguaje y las relaciones presentadas por los alumnos, mediante
trabajos grupales e individuales.
Para cumplir con este objetivo, se disen˜an cuatro actividades, distribuidas en tres
grupos as´ı:
Grupo 1. Esta´ compuesto, por la Actividad 1 y 2, y tienen como objetivo recapitular
todo el trabajo realizado, pero a trave´s de asistentes matema´ticos. Esto
permitira´ a los alumnos afianzar la nocio´n de aproximacio´n estudiada.
Grupo 2. Esta´ compuesto por la Actividad 3, cuyo objetivo es, que los alumnos
expresen el lenguaje adquirido hasta esta fase de aprendizaje, y que hagan
expl´ıcitas las nuevas relaciones que han hecho y co´mo las esta´n relacionando
entre s´ı.
Grupo 3. Esta´ compuesto por la Actividad 4, cuyo objetivo es que los alumnos
propongan curvas, que por su forma tengan un alto grado de abstraccio´n
y que permitan inferir que esta´n empleando el mecanismo de una manera
adecuada. Es importante resaltar, que esta Actividad, esta´ relacionada con
las tres (3) Actividades anteriores.
Las actividades propuestas son las siguientes:
Actividad 1. Recapitulacio´n de todo el trabajo realizado en las dos fases anteriores,
mediante una experiencia con el asistente matema´tico DERIVE r, de forma
participativa con los alumnos del grupo experimental.
Actividad 2. Discusio´n y puesta en comu´n de todo el proceso. Se hara´ e´nfasis en la
forma de expresarse de los estudiantes y de las relaciones y propiedades establecidas o
creadas durante el transcurso del trabajo.
Actividad 3. Elaborar dos mapas conceptuales, el primero de ellos sera´ disen˜ado por
grupos de tres alumnos con los conceptos: punto, recta, curva, tangente, aproximacio´n
y haz de secantes. El segundo mapa conceptual se hara´ en forma grupal y tendra´ como
eje los mismos conceptos trabajados anteriormente.
Actividad 4. A continuacio´n se presentan dos columnas, en cada una de ellas realiza
el proceso que se indica:
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En esta columna, realiza la gra´fica de
curvas con las cuales no se hayan tra-
bajado anteriormente y que consid-
eres, se les pueda aplicar el mecanis-
mo del haz de secantes para encon-
trar la recta tangente en un punto
dado sobre ella.
En esta columa, realiza la gra´fica de
curvas con las cuales no se hayan
trabajado anteriormente y que con-
sideres, no se les pueda aplicar el
mecanismo del haz de secantes para
encontrar la recta tangente en un
punto dado sobre ella.
Adema´s de realizar las gra´ficas, mar-
ca el punto o el sitio donde el mecan-
ismo del haz de secantes no se puede
aplicar y describe con tus propias
palabras el porque´ de este hecho.
Observacio´n: Es importante resaltar el hecho, de que estas cuatro (4) actividades,
tienen como objetivo proporcionarle al alumno experiencias de aprendizaje para que
supere la dualidad entre el coneto imagen y el concepto definicio´n, se debe observar la
superacio´n de las dualidades entre el concepto imagen y el concepto definicio´n(Ver
Cap´ıtulo 3, seccio´n 3.2, p. 52), ya que el nivel de razonamiento que permite la
compresio´n de los conceptos avanzados o dina´micos es incompatible con la dualidad
entre ellos. Es por esto que la fase siguiente tiene entre sus objetivos, comprobar la
interiorizacio´n y comprensio´n del concepto mencionado.
3.3.4. Fase 4. Orientacio´n Libre
En esta fase, se aplican los conocimientos y el lenguaje adquirido en las actividades
anteriores y sirve como criterio de evaluacio´n del proceso, adema´s, los alumnos debera´n
completar la red de relaciones que empezaron a formar en las fases anteriores, dando
lugar a que se establezcan las relaciones ma´s complejas y ma´s importantes.
Los objetivos disen˜ados para esta fase son los siguientes:
Objetivos de la fase 4
Plantear y ana´lizar problemas cotidianos en diferentes contextos, que conlleven a
la implementacio´n del mecanismo para obtener una solucio´n o varias soluciones
a los mismos o indicar que dichas soluciones no existen.
Revisiar y evaluar el proceso, haciendo e´nfasis en: El lenguaje adquirido y el
significado que el alumno le da al mismo, las nuevas relaciones va´lidas adquiridas,
y la aplicacio´n del mecanismo en situaciones favorables o desfavorables.
Para cumplir con estos objetivos, se disen˜an siete (7) actividades, distribuidas en
tres grupos as´ı:
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Grupo 1. Consta de las actividades 1, 2 y 3, y tienen como objetivo, que el alumno
emplee el concepto de aproximacio´n local en su manifestacio´n de recta
tangente en situaciones concretas.
Grupo 2. Consta de las actividades 4, 5 y 6, y tienen como objetivo que el alumno
implemente correctamente el infinito potencial, y lo identifique como eje
central del concepto de aproximacio´n local.
Grupo 3. Consta de la Actividad 7, y tiene como objetivo plantear nuevas situaciones,
en las que se aplique el concepto de aproximacio´n local en su manifestacio´n
de recta tangente a una curva en un punto dado sobre ella.
Las actividades propuestas son las siguientes:
Actividad 1. En el siguiente croquis,
Se observan dos carros situados sobre una misma v´ıa. El veh´ıculo situado en la posicio´n
A, debido a un descuido del conductor, se sale de la v´ıa en el punto C. Lo mismo le
sucede al veh´ıculo situado en la posicio´n B. Las investigaciones del caso, realizadas
por un ente policial, arrojan como resultado que ambos carros se salieron en forma
tangencial en el punto indicado. Uno de los abogados defensores, alega que el argumento
presentado anteriormente es falso.
Si de alguna manera, en forma contundente, pudieras ayudar al abogado que
alega que el argumento presentado es falso, ¿de que forma lo har´ıas?
Si fuera el caso que alguno de los dos carros, no se hubiera salido de la carretera
en forma tangencial, ¿co´mo probar´ıas cual de los dos carros es? y ¿co´mo podr´ıas
garantizar que el me´todo empleado anteriormente, es el correcto?
Actividad 2. Observa la siguiente figura.
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¿Es posible encontrar la recta tangente a esta curva en el punto indicado? Justifica
tu respuesta.
¿Si no es posible, describe que pasa con la curva en ese punto?
¿Si lo pudieras relacionar con alguna de las actividades realizadas anteriormente,
con cua´l lo har´ıas y porque´?
Actividad 3. En la siguiente figura se puede observar como un automo´vil, toma a
gran velocidad una curva. Si la puerta derecha del automo´vil se encuentra abierta,
¿Que´ movimiento describira´ un objeto ubicado en dicha puerta, en el preciso instante
que el automo´vil comience a describir la curva? Justifica tu respuesta.
Actividad 4. La imagen que se muestra a continuacio´n, describe el siguiente proceso:
se toma un recta´ngulo y con igual base, pero con la mitad de su altura se construye el
siguiente, y as´ı sucesivamente se continu´a con el proceso.
¿Que´ pasa con el a´rea de los recta´ngulos? Justifica tu respuesta.
¿Puedes graficar este proceso indefinidamente?
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. . .
Si tu respuesta anterior es NO, ¿de que´ manera puedes representar esta figura?
¿Si pudieras relacionar esta actividad, con alguna de las actividades realizadas
anteriormente con cual lo har´ıas y porque´?
Actividad 5. La carpeta de Sierpinski, se forma quitando la novena parte central
de un cuadrado de lado 1. Despue´s se suprimen los centros de los ocho cuadrados
restantes, que son ma´s pequen˜os, y as´ı sucesivamente. La figura anexa muestra los tres
primeros pasos de este procedimiento.
Segu´n el proceso descrito anteriormente:
¿Que´ podr´ıas decir acerca de la suma de las a´reas de los cuadrados que se quitaron?
¿Que´ pasa con al a´rea de la carpeta de Sierpinski?
¿Si pudieras relacionar esta actividad, con alguna otra de las actividades realizadas
con cual lo har´ıas y porque´?
Actividad 6. Observa la siguiente imagen:
Se supone que el crecimiento de una persona depende de la edad y se interpreta
este feno´meno como un proceso continuo, ¿que´ pasa con este feno´meno. . . para, sigue,
se estabiliza?
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¿Puedes afirmar catego´ricamente cua´l es la estatura de una persona? Justifica tu
respuesta.
¿Si pudieras relacionar esta actividad, con alguna de las actividades realizadas
anteriormente, con cua´l lo har´ıas y porque´?
Actividad 7. A partir de tus propias experiencias (feno´menos, objetos, hechos, etc.),
construya o cite ejemplos como los anteriores. Adema´s, realiza una interpretacio´n de
la situacio´n descrita y, co´mo y porque´ se relaciona con el objeto de estudio trabajado
hasta el momento.
Observacio´n: Esta fase, tiene entre sus propo´sitos evaluar el proceso realizado,
pues segu´n Corbera´n ([7], p. 7), “La constatacio´n de eventuales fracasos indicara´ la
conveniencia de retornar a la fase 2. Por contra la evidencia de un grado razonable de
exito indicara´ la conveniencia de pasar a la fase de integracio´n”, tal como se observa en
la Figura 3.4 (p. 79).
La siguiente fase tiene entre sus objetivos, ayudar al alumno a adquirir una visio´n
integral, que le permita reorganizar la informacio´n.
3.3.5. Fase 5. Integracio´n
Es en esta fase, donde los alumnos exponen, mediante un mapa conceptual, la
apropiacio´n del concepto objeto de estudio. Su comprensio´n y aplicacio´n, constituyen
el objetivo de esta fase de aprendizaje, siendo la comprensio´n el aspecto ma´s relevante
del mismo. En esta fase, los conceptos estudiados se reorganizan y adquieren un nuevo
significado, haciendo expl´ıcita la nueva red conceptual y el conjunto de habilidades de
razonamiento adquirido.
Cabe resaltar que esta fase, se ha venido elaborando a lo largo del proceso y es por
eso que la elaboracio´n de un mapa conceptual cumple a satisfaccio´n con las necesidades
de la misma.
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Figura 3.4: Esquema para la aplicacio´n de las fases de aprendizaje en la superacio´n del
nivel n al nivel n+1.
A partir de lo anterior, el objetivo propuesto para esta fase es:
Verificar la incorporacio´n del lenguaje propio del nuevo nivel.
Conclusio´n: En este Cap´ıtulo se presentaron las experiencias de aprendizaje,
disen˜adas con el fin de dar cumplimiento parcial al objetivo general del presente trabajo
de investigacio´n. Estas son la base del estudio experimental que se llevara´ a cabo
con un grupo de alumnos de la Universidad de Antioquia y del Instituto Tecnolo´gico
Metreopolitano y cuyos resultados se presentan en el Cap´ıtulo 4.
Capı´tulo 4
Aplicacio´n de la propuesta metodolo´gica y
ana´lisis de resultados
E
n el presente Cap´ıtulo, se muestran los resultados obtenidos con la aplicacio´n
del mo´dulo de instruccio´n al grupo experimental y los resultados obtenidos
por el grupo de control despue´s de la intervencio´n pedago´gica, adema´s,
se analizan las respuestas ma´s respresentativas, brindadas por los alumnos
del grupo experimental, respecto a las experiencias de aprendizaje del mo´dulo de
intruccio´n.
Cabe resaltar, que el proceso completo de clasificacio´n de los alumnos en los
diferentes niveles de razonamiento del modelo educativo de van Hiele, se muestra de
manera detallada en el Ape´ndice A.
4.1. Muestra elegida para el proyecto
La muestra elegida, para realizar el proyecto de investigacio´n fue de 154 alumnos
discriminadaos de la siguiente manera: 115 de la Universidad de Antioquia (Medell´ın,
Colombia), y 39 del Instituto Te´cnolo´gico Metropolitano (Medell´ın, Colombia).
Despue´s de la aplicacio´n del Test “Curvas y Tangentes”(Ver Ape´ndice G, p. 215) y
de la clasificacio´n de los alumnos en los diferentes niveles de razonamiento, se obtiene
que 63 de ellos fueron clasificados en el Nivel I, 66 en el Nivel II y 25 en el Nivel
III. De los clasificados en el Nivel II, dos (2) alumnos son del Instituto Tecnolo´gico
Metropolitano (ITM), que corresponden a las etiquetas A2 y A3.
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4.2. Seleccio´n del grupo de control y del grupo
experimental
Como se indico´ en el Cap´ıtulo 3, la aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n tiene como
objetivo propiciar las experiencias de aprendizaje a un alumno ubicado en el Nivel II
de razonamiento con el fin de que progrese al Nivel III.
Para cumplir este propo´sito, se dividieron aleatoriamente los 66 alumnos ubicados
en el Nivel II de razonamiento, en dos grupos. El primero, es el grupo experiental, que
contiene el 60% del total, es decir, 40 alumnos, 39 de la Universidad de Antioquia y
uno (1) del Instituto Tecnolo´gico Metropolitano. El segundo, es el grupo control, que
contiene el 40% del total, es decir, 26 alumnos, 25 de la Universidad de Antioquia y
uno (1) del Instituto Tecnolo´gico Metropolitano. Sin embargo, por dificultades en el
desplazamiento, econo´micas y por incompatibilidad horaria, los dos (2) alumnos del
Instituto Tecnolo´gico Metropolitano, deciden no participar en el proyecto. A partir de
esto, el grupo experimental y el grupo control quedan conformados por 39 y 25 alumnos
respectivamente.
4.2.1. Grupo experimental y grupo de control
Para realizar la intervencio´n pedago´gica, el grupo experimental y el grupo
de control reciben las clases magistrales de acuerdo con el programa acade´mico
correspondiente, sin embargo, los alumnos del grupo experimental son sometidos a
la aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n disen˜ado por el grupo de docentes, en horarios
diferentes a los programados para las clases habituales y con una intensidad horaria de
4 horas semanales adicionales a las de su jornada acade´mica, durante 8 semanas.
Cabe recalcar que los alumnos implicados en la investigacio´n no presentan
cara´cteristicas resen˜ables distintas a la generalidad de los alumnos universitarios de
primer semestre y, adema´s de esto, su participacio´n en la intervencio´n pedago´gica fue
voluntaria, y no es motivada por intereses econo´micos y/o acade´micos fuera de los
establecidos por el reglamento universitario.
4.3. Aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n al grupo
experimental
Para realizar la intervencio´n pedago´gica, el grupo experimental y el grupo control
reciben las clases magistrales de acuerdo con el programa acade´mico correspondiente,
sin embargo, los alumnos del grupo experimental son sometidos a la aplicacio´n del
4.4 Ana´lisis de los resultados obtenidos 83
mo´dulo de instruccio´n disen˜ado por el grupo de docentes, en horarios diferentes a
los programados para las clases habituales y con una intensidad horaria de 4 horas
semanales adicionales a las de su jornada acade´mica, durante 8 semanas. Cabe recalcar
que los alumnos implicados en la investigacio´n no presentan cara´cteristicas resen˜ables
distintas a la generalidad de los alumnos universitarios de los primeros semestres.
4.4. Ana´lisis de los resultados obtenidos
Despue´s de la intervencio´n pedago´gica, es necesario clasificar nuevamente los
alumnos de los dos grupos en su respectivo nivel de razonamiento. Esto implico´ pasar
de nuevo el Tests “Curvas y Tangentes”, arrojando los siguientes resultados: de los 39
alumnos del grupo experimental, 38 fueron promovidos al Nivel III de razonamiento
y uno (1) permanecio´ en el Nivel II, mientras que de los 25 alumnos del grupo de
control, seis (6) progresaron al Nivel III, 12 permanecieron en el Nivel II y siete (7)
involucionaron al Nivel I.
Para analizar los resultados obtenidos de los grupos experimental y de control, se
dividieron los alumnos de la siguiente manera:
1. Resultados obtenidos por los 38 alumnos que progresaron al Nivel III de
razonamiento.
2. Resultados obtenidos por el alumno, perteneciente al grupo experimental, que no
fue clasificado en el Nivel III de razonamiento.
3. Resultados obtenidos por el grupo de control.
4.4.1. Ana´lisis de los resultados obtenidos por los 38 alumnos
que progresaron al Nivel III de razonamiento
El presente ana´lisis, esta´ basado en las respuestas brindadas por los alumnos
despue´s de la aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n, de acuerdo a los objetivos y a
las actividades planteadas en cada una de las fases de aprendizaje y a la secuencia de
como fueron aplicadas.
Antes de comenzar con la aplicacio´n de las experiencias de aprendizaje, el grupo
de alumnos fue instruido en la elaboracio´n de la te´cnica de los mapas conceptuales,
durante un periodo de dos semanas, con el fin de evitar errores en la creacio´n de los
mismos, ya que segu´n Novak ([46], p. 52) “algunas de las concepciones equivocadas
puede que se deba simplemente a la falta de destreza con los mapas”. En nuestras
palabras, se podr´ıa interpretar como un error operativo, adema´s, se busca que los
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alumnos los hagan ma´s claros y sin el amontonamiento de conceptos, permitiendo que
mejoren la significatividad de la elaboracio´n del mismo.
Fase 1. Informacio´n
La primera Actividad, propuesta para comenzar el proceso de intervencio´n
pedago´gica, fue la elaboracio´n de un mapa conceptual a partir de los conceptos1 de
punto, curva, recta y tangente, pues los mapas conceptuales son una te´cnica va´lida
para verificar las relaciones erro´neas que pueden tener los alumnos a priori de los
conceptos objeto de estudio. Con los mapas conceptuales, se puede segu´n Esteban
([49], p. 153), “evaluar cualitativamente un alumno, pues permiten ver claramente si
ha conseguido comprender las relaciones conceptuales, y si tienen interiorizados los
significados ba´sicos que se han de abordar en el proceso”.
El mapa conceptual de la Figura 4.1 (p. 85), muestra, como el alumno relaciona
algunos de los conceptos propuestos, por ejemplo el de punto, considerado objeto
primitivo en la geometr´ıa. Adema´s, define la recta tangente a una curva como “el tipo
de recta que corta a la funcio´n en infinitos puntos, y corta a la circunferencia en un solo
punto”, mostrando que no tiene claro el concepto y conservando la idea de la definicio´n
de tangente a una circunferencia; lo anterior evidencia que los alumnos no consideran
la necesidad de definir la recta tangente a trave´s de una propiedad adicional que esta
tiene, que es la de ser la recta de estabilizacio´n del proceso del haz de secantes. Este
mapa, realizado para la fase 1 de la experiencia, es representativo, ya que la mayor´ıa
de los alumnos sometidos a ella presentaron mapas similares.
A partir del ana´lisis del lenguaje, presentado por los alumnos en sus respectivos
mapas conceptuales, el grupo de docentes, disen˜a y aplica 5 actividades con el fin de
establecer el punto de partida en el lenguaje empleado por los alumnos, y el correcto
manejo del mecanismo del “haz de secantes”, que es el seleccionado en el presente
proceso de investigacio´n.
Con el test “Exploracio´n de la idea de punto” o Actividad 2 (Ver Cap´ıtulo 3, p.
57), se logra que los alumnos reconozcan los objetos ba´sicos en el sentido visual y/o
geome´trico, pero con sus propiedades matema´ticas elementales, por ejemplo: Un punto
no tiene dimensiones y no tiene una u´nica representacio´n; una recta no tiene “grosor”,
pero si tiene “longitud”; las curvas esta´n formadas por puntos, algunas son cerradas,
otras no tienen principio ni fin, como las rectas; las rectas son una clase especial de
curvas, de las que solo es posible dibujar un trozo. Lo anterior se refleja en las respuestas
brindadas por los alumnos en las preguntas 7, 12, 15, 20 y 21, de este test.
1Segu´n Esteban ([12], p. 100), dichos conceptos son fundamentales en la potenciacio´n del nivel de
razonamiento acerca del concepto de aproximacio´n local, en su manifestacio´n de recta tangente a una
curva plana en un punto dado sobre ella.
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Figura 4.1: Mapa representativo en la Actividad 1, realizada en la fase 1 y clasificado
como “debe ser re-formulado”. Dicha expresio´n, puede entenderse como; debe ser
nuevamente construido a la luz de algunas experiencias de aprendizaje presentadas
por el docente.
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Con la aplicacio´n de las Actividades 3, 4 y 5, los alumnos logran reconocer que
por un punto en el plano pasan infinitas rectas y por dos puntos pasa una u´nica recta,
y al tomar sobre una curva cualquiera un punto fijo A y otro punto mo´vil cualquiera
tambie´n sobre ella, primero sobre un lado de A y luego sobre el otro, admite que este
puede acercarse indefinidamente sobre la curva hacia A, reconociendo que por un punto
fijo A de una curva y por puntos situados sobre la curva, cada vez mas cercanos a A,
se pueden trazar infinitas rectas secantes, tal como puede observarse en la Figura 4.2.
Figura 4.2: Con esta observacio´n el alumno reconoce que se pueden trazar infinitas
rectas secantes que pasen por un punto dado y por puntos cada vez ma´s cercanos a
este.
Lo anterior, indica que el grupo de alumnos ha comprendido la construccio´n del
mecanismo del haz de secantes para una curva plana en un punto dado sobre ella.
Sin embargo, al trazar el haz de secantes a curvas que presentan “picos u oscilaciones
infinitas”, en uno de tales puntos, muestran desconcierto, manifestando que no es posible
construirlo o se construye incorrectamente. Esta situacio´n se da en forma general en el
grupo de alumnos, como se puede observar en las Figuras 4.3 (p. 87) y 4.4 (p. 87).
Con la aplicacio´n y discusio´n de la Actividad 6 “recapitulacio´n”, el grupo de
alumnos, al mostrarle o pedirle que realicen el proceso del haz de secantes sobre un
punto fijo A de una curva y por puntos situados sobre la curva, cada vez ma´s cercanos a
A, reconoce visualmente que el haz de secantes se estabiliza en una l´ınea recta. Para ello
utiliza expresiones verbales tales como“las secantes se van juntando cada vez mas”, “las
secantes no se pueden distinguir, cuando se acerca el punto mo´vil al punto fijo A”, “las
l´ıneas se unen formando una nueva l´ınea recta que se estabiliza” y as´ı mismo, algunos
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Figura 4.3: Observacio´n que realiza un alumno, al pedirle que construya el haz de
secantes a la curva x sen
(1
x
)
que pertenece a la Actividad 5, de la fase 1.
Figura 4.4: El alumno realiza incorrectamente el haz de secantes a la curva x sen
(1
x
)
que pertenece a la Actividad 5, de la fase 1, pues en el punto dado sobre la curva realiza
el proceso de aproximacio´n local sin ninguna observacio´n de que no lo puede realizar.
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de ellos empiezan a relacionar la estabilizacio´n del proceso del haz de secantes con la
recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella, entendiendo la tangente
como el final de un proceso de aproximacio´n local.
Algunas de las observaciones realizadas por el grupo de alumnos, se pueden ver en
las Figuras 4.5 (p. 88), 4.6 (p. 88) y 4.7 (p. 89).
Figura 4.5: Observacio´n que realiza un alumno, al pedirle que describa lo que observa
al trazar el haz de secantes, a uno y otro lado del punto dado. Expresio´n te´cnica:
Estabilizacio´n de las rectas.
Figura 4.6: Observacio´n que realiza un alumno, al pedirle que describa lo que observa
al trazar el haz de secantes, a uno y otro lado del punto dado. Expresio´n te´cnica: rectas
secantes en cuanto ma´s pro´ximos los puntos a “A” siempre tienden a estabilizarse.
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Figura 4.7: Observacio´n que realiza un alumno, al pedirle que describa lo que observa
al trazar el haz de secantes, a uno y otro lado del punto dado. Expresio´n te´cnica: Las
secantes trazadas por uno y otro lado del punto A, se estabilizan en la misma recta,
que ser´ıa la tangente.
Con el ana´lisis de las respuestas dadas por los alumnos a las actividades presentadas
en esta fase, se puede concluir que la te´cnica de los mapas conceptuales permitio´
detectar y analizar la informacio´n que los alumnos poseen en su estructura cognitiva,
frente al concepto de aproximacio´n local en su manifestacio´n de recta tangente a una
curva plana en un punto dado sobre ella, adema´s, se logro´ establecer un punto de
partida en el lenguaje empleado por los alumnos en este nivel. Finalmente, los alumnos
dan muestras del manejo correcto del mecanismo del haz de secantes en curvas suaves
(Ver Cap´ıtulo 3, p. 59), presentando dificultades en el manejo del mismo, en curvas
patolo´gicas.
Fase 2. Orientacio´n dirigida
Al inicio del proceso, la viso´n que los alumnos ten´ıan acerca del infinito potencial,
estaba asociada a la ausencia de l´ımites o de fronteras, a la falta de conclusio´n o de
te´rmino de un proceso que se repite o que progresa indefinidamente, por lo tanto la idea
de la nocio´n de infinito potencial era, literalmente, lo que no tiene fin, lo que siempre
se puede continuar, pero sin alcanzar un l´ımite o llegar a estabilizarse.
Para el estudio del ca´lculo se requiere que los alumnos comprendan, aunque sea,
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de manera intuitiva el concepto de infinito potencial, pues es la base del concepto
de aproximacio´n local en sus diversas manifestaciones. A partir de esto y de la
informacio´n obtenida durante el ana´lisis de las actividades presentadas en la fase 1, se
disen˜an experiencias de aprendizaje para la fase 2 buscando que los alumnos descubran,
aprendan y comprendan los conceptos, relaciones y propiedades de los elementos con
los que se va a trabajar durante la intervencio´n pedago´gica.
En particular, con las actividades 1, 2, 3, 4, 5 y 6, de esta fase de aprendizaje,
se logra que los alumnos interioricen la nocio´n de aproximacio´n y se apropien, de
manera intuitiva, del concepto de infinito potencial. Esto se evidencia con algunas de
las respuestas presentadas por los alumnos. Por ejemplo al abordar la Actividad 1, que
plantea al alumno: Dividir un trozo de cuerda dado por la mitad, que luego tome uno de
los dos trozos resultantes y lo divida por la mitad nuevamente, y que continue con este
proceso hasta donde considere que se puede realizar, los alumnos hacen afirmaciones del
siguiente tipo: “las operaciones f´ısicas para realizar el proceso tienen limitaciones, pero
las operaciones mentales no” y “cuando se continu´a con un proceso de corte, sobre el
trozo de cuerda, siempre habra´, aunque muy pequen˜o, un trozo de cuerda que cortar”,
estas afirmaciones son caracter´ısticas propias del infinito potencial y del concepto de
aproximacio´n local abordado.
Estas observaciones, son ilustradas en las Figuras 4.8 (p. 90), 4.9 (p. 90) y 4.10 (p.
91), as´ı mismo esta interiorizacio´n, se ve reforzada con observaciones realizadas por la
mayor parte del grupo de alumnos, al desarrollar la Actividad 4, tal como se muestra
en la Figura 4.11 (p. 92).
Figura 4.8: Con esta observacio´n el alumno marca la diferencia de realizar un proceso
mental y un proceso f´ısico.
Figura 4.9: Con esta observacio´n el alumno acepta, aunque de manera intuitiva el
concepto de divisio´n, como un proceso infinito.
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Figura 4.10: Al igual que en la Figura 4.8, el alumno marca una diferencia entre los
procesos f´ısicos y mentales.
A partir de lo anterior, se puede verificar el hecho de que los alumnos realmente
interiorizaron el proceso y que no solo estan generando repeticiones escritas de lo que los
investigadores quieren. Para comprobarlo, se le pide al grupo de alumnos que elaboren
un nuevo mapa conceptual, ya que de acuerdo con Ausubel:
La adquisicio´n de informacio´n nueva depende en alto grado de las ideas
pertinentes que ya existen en la estructura cognitiva y el aprendizaje
significativo de los seres humanos ocurre a trave´s de una interaccio´n de
la nueva informacio´n con ideas pertinentes que existen en la estructura
cognitiva. El resultado que tiene lugar entre el nuevo material que se va
a aprender y la estructura cognitiva existente constituye una asimilacio´n
de significados nuevos y antiguos para formar una estructura altamente
diferenciada ([41], p. 71).
Es por eso, que el mapa conceptual, pedido en la Actividad 7, revela como los
alumnos logran reformular y ampliar su red de relaciones va´lidas frente al concepto
objeto de estudio.
La Figura 4.12 (p. 93), muestra un mapa conceptual representativo del grupo de
alumnos, ma´s completo que el presentado en la fase anterior, pues en e´l, los alumnos
conservan los conceptos ba´sicos y sus propiedades y adicionalmente relacionan el
mecanismo del haz de secantes como una propiedad adicional para la definicio´n del
concepto de recta tangente, siendo esto u´ltimo una condicio´n necesaria para progresar
del Nivel II al Nivel III de razonamiento del modelo educativo de van Hiele.
Con el ana´lisis de las respuestas dadas por los alumnos a las actividades presentadas
en esta fase, se puede concluir que las distintas situaciones empleadas en las experiencias
de aprendizaje llevaron a la interiorizacio´n de la nocio´n de aproximacio´n local por parte
del alumno, logrando la apropiacio´n del concepto de infinito potencial, adema´s, los
mapas conceptuales realizados permitieron verificar el lenguaje adquirido por ellos, la
manera como lo emplean y el significado asignado a e´ste.
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Figura 4.11: Esta Actividad, muestra avances en el proceso de razonamiento utilizado
por el grupo de alumnos sobre el concepto trabajado, debido a que ya no relacionan el
infinito potencial con la ausencia de l´ımites o de fronteras.
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Figura 4.12: Mapa conceptual presentado en la Actividad final de la fase 2, donde se
muestra un avance significativo en el lenguaje empleado por los alumnos.
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Fase 3. Explicitacio´n
Con la aplicacio´n de las actividades propuestas para esta fase, se logra que los
alumnos refuercen los conocimientos adquiridos en las fases anteriores, lo cual se ve
reflejado cuando comentan y discuten las regularidades e irregularidades observadas en
el proceso y explican como han resuelto las actividades propuestas.
En particular, la aplicacio´n de las actividades2 1 y 2, se desarrollo´ en tres etapas
conjuntas, discriminadas de la siguiente manera:
E.1. Recapitulacio´n del proceso de investigacio´n: Apropiacio´n de la nocio´n de
aproximacio´n local, aplicacio´n del concepto de infinito potencial y manejo del
mecanismo.
E.2. Reconocimiento visual del manejo del mecanismo: Prediccio´n de la direccio´n de
la recta de estabilizacio´n del haz de secantes.
E.3. Ana´lisis del manejo del mecanismo en su aplicacio´n a curvas patolo´gicas.
Se obtuvieron los siguientes resultados para cada uno de ellos:
E.1. Los alumnos, ampl´ıan su vocabulario respecto al concepto objeto de estudio,
emplea´ndolo con una intencio´n determinada: empezar a dar descripciones ma´s precisas
de los diferentes objetos matema´ticos utilizados dentro del proceso. Esta afirmacio´n
se ve reflejada, cuando se les pide que describan como se desarrolla el proceso de
acercamiento de puntos mo´viles a un punto fijo sobre una curva dada. En dicha
descripcio´n emplean te´rminos tales como “los puntos se acercan cada vez ma´s”, “los
puntos son ma´s pro´ximos a A y se confunden con A” y “los puntos se aproximan
demasiado al punto A, sin ser A”.
As´ı mismo, al pedirles que describan el mecanismo utilizado, lo hacen de la
siguiente manera: “para construir el haz de secantes, se ubican puntos por la izquierda y
por la derecha del punto fijo A, cada vez ma´s cercanos a A. Al trazar las secantes, estas
se estabilizan en una sola recta”, lo cual evidencia que en su razonamiento, establecen
de forma concreta la relacio´n que tiene el mecanismo seleccionado, haz de secantes, con
el infinito potencial.
E.2. En esta Etapa, los alumnos, establecen que la recta tangente a la curva en
un punto dado, adema´s de tocar o cortar a la curva, debe cumplir una propiedad
adicional: ser la “recta de estabilizacio´n”, el “final” del proceso de aproximacio´n local.
2Para verificar, las observaciones presentadas como conclusiones de estas actividades, se debe
observar detalladamente el material en medio magne´tico (video) anexo al trabajo de investigacio´n.
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En concordancia con esto el grupo de alumnos, dada una curva, una recta con apariencia
de tangente y un punto fijo donde la recta toca o corta a la curva, formulan la necesidad
de iniciar el proceso de aproximacio´n local o construccio´n del haz de secantes para dar
respuesta a la pregunta de si la recta es tangente o no.
Cabe recalcar que dentro de este proceso, los alumnos son capaces de predecir la
direccio´n de la recta tangente a una curva en un punto dado a partir de la utilizacio´n del
mecanismo del haz de secantes, bien sea, que lo hagan por algu´n medio escrito o bien
aplicando un proceso de razonamiento mental que los lleve a la respuesta adecuada.
E.3. En esta Etapa del proceso, los alumnos presentan un correcto manejo del
mecanismo en las curvas consideradas patolo´gicas, siendo estas en las que existe alguna
dificultad para realizar el proceso de aproximacio´n local, por ejemplo, al inicio del
proceso algunos de los alumnos no sab´ıan graficar, interpretar y definir la recta tangente
de una l´ınea recta en un punto dado sobre ella, mostrando para esta etapa, un avance
significativo, ya que utilizan expresiones del tipo “una recta dada y la recta tangente
a ella, se sobreponen una con la otra” y “no es necesario trazar el haz de secantes
en una recta, ya que la tangente siempre va ha ser ella misma”, para las funciones
que contienen “picos” ( |x| y
√
|x| ) y para las funciones cuyas oscilaciones son muy
repetidas (x sen
(1
x
)
), trabajadas en el Cap´ıtulo 3 seccio´n 3.3 (p. 59), pasaron de utilzar
expresiones del tipo “las curvas tienen infinitas tangentes en el punto dado” y “no
sabemos identificar cual es la tangente de todas las secantes que podemos trazar” a
utilizar expresiones del tipo “en curvas donde hay “picos” las secantes no se estabilizan
en una sola recta, por lo tanto no hay tangente” y “en curvas donde hay demasiadas
oscilaciones juntas no se aplica el mecanismo, porque no se pueden determinar los
puntos mo´viles, al rededor del punto fijo”. Segu´n Esteban ([12], p. 107)
La caracter´ıstica fundamental del proceso de aproximacio´n local es la
capacidad de razonamiento (paso al l´ımite) que haga para resolver
situaciones patolo´gicas, en las cuales no es suficiente la informacio´n visual
que se obtiene al aplicar un determinado mecanismo o de la forma de una
curva particular. Si no se tiene la suficiente capacidad de raciocinio, no
podra´ utilizar secuencias de enunciados para hacer demostraciones o para
entenderlas cuando se las explican.
Este avance en la forma de trabajo de los alumnos, muestra un mejoramiento en
la capacidad de razocinio de ellos, ya que elaboran sus conclusiones sobre las ima´genes
de las curvas propuestas en el mo´dulo de instruccio´n y en ningu´n momento tuvieron
la oportunidad de ver cua´l era la expresio´n matema´tica correspondiente a cada una de
ellas, no permitie´ndoles realizar procesos algor´ıtmicos en la determinacio´n y verificacio´n
de si una recta es tangente o no, en las diferentes situaciones planteadas. Este hecho
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juega un papel fundamental para analizar el razonamiento que realizan a partir del
mecanismo seleccionado.
Una forma de observar dicho razonamiento, es identificar las relaciones va´lidas que
los alumnos hacen frente a los conceptos estudiados. Con la aplicacio´n y discusio´n de
la Actividad 3, de esta fase de aprendizaje, se obtuvieron resultados concretos en este
sentido, un ejemplo de esto se muestra en la Figuras 4.13 (p. 97) y 4.14 (p. 98), donde
se observa claramente, que los alumnos, comienzan con un proceso de separacio´n de
conceptos y establecen una jerarqu´ıa entre los te´rminos entregados al inicio del proceso,
comenzando por el te´rmino punto, luego con el de curva y colocan la recta como un tipo
especial de esta, prosiguen con el concepto de tangente hasta terminar por definirla por
medio del mecanismo seleccionado. As´ı mismo, los alumnos diferencian los procesos
“mentales” de los procesos “f´ısicos”, entendiendo el manejo del mecanismo, como un
proceso dina´mico, totalmente diferente a la concepcio´n que presentaban al inicio de la
experiencia, donde afirmaban que “este proceso puede terminar”.
Cabe resaltar, que si esta concepcio´n no hubiese sido superada implicar´ıa que el
proceso por el cual se encuentra la tangente a una curva en un punto es finito, lo cual
quiere decir que no se han apropiado del dinamismo que caracteriza la aproximacio´n
local y sus diferentes manifestaciones, trae como consecuencia, que no podrian progresar
en su nivel de razonamiento, manteniendo la dualidad entre el concepto imagen y el
concepto definicio´n.
Adema´s, el exigir al grupo de alumnos reflexiones sobre el contexto de su estudio,
les permitio´ relacionar los conceptos involucrados en el aula de clase, con los adquiridos
en las experiencias de aprendizaje, presenta´ndose otros importantes avances en el
desarrollo del lenguaje, como el hecho de que conforme aumentaba el nu´mero de
actividades las conclusiones de e´stas se obten´ıan ma´s ra´pidamente y con ma´s precisio´n.
As´ı mismo, se evidencia como empiezan a desaparecer las imprecisiones presentadas
al inicio del proceso, permitiendo que los alumnos vayan construyendo su propio
conocimiento y construyan una forma propia del razonamiento.
Finalmente, puesto que casi todos los conceptos esta´n relacionados de algu´n modo
en la estructura cognitiva del alumno, y aunque es dif´ıcil explorar todos los elementos
relevantes que ella posee, se puede afirmar, que la elaboracio´n de mapas conceptuales
es una herramienta que ayuda a descubrir en gran parte esta estructura, ya que con
este procedimiento, el alumno tratara´ de revelar todas sus ideas expresando mucho ma´s
de lo que ellos creen saber, pues es bien sabido el gran desfase que hay entre lo que un
alumno piensa y lo que comunica.
Con la aplicacio´n y discusio´n de la Actividad 4, al pedirle al grupo de alumnos que
realice gra´ficas de curvas con las cuales no se haya trabajado anteriormente y que a su
consideracio´n, se les pueda y no se les pueda aplicar el mecanismo del haz de secantes
para encontrar la recta tangente en un punto dado, se observan procesos de abstraccio´n,
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Figura 4.13: Mapa conceptual presentado en la Actividad 3, de la fase de Explicitacio´n,
realizado por uno de los alumnos, donde se muestra un avance significativo en el
lenguaje empleado por ellos.
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Figura 4.14: Mapa conceptual presentado en la Actividad 3, de la fase de Explicitacio´n,
realizado colectivamente por el grupo, donde se muestra un avance significativo en el
lenguaje empleado.
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reflejados en la elaboracio´n y ana´lisis de dichas curvas. Particularmente, en las Figuras
4.15 (p. 99), 4.16 (p. 100) y 4.17 (p. 100), se observa que comenzaron a desarrollar
un pensamiento matema´tico u´til en diferentes actividades acade´micas y/o cotidianas;
esto cobra importancia porque les permitio´ ir ma´s alla´ de su destreza para manipular
expresiones simbo´licas y les sirvio´ de base para analizar feno´menos o situaciones reales,
aumentar de manera significativa su capacidad de razonamiento y su conocimiento,
para afrontar el ana´lisis de dichas situaciones y la formulacio´n de otras nuevas.
Es importante resaltar, que una de las curvas propuestas por uno de los alumnos,
Figura 4.16 (p. 100), se puede clasificar como una de las de mayor dificultad, para
decidir si e´sta, tiene recta tangente o no en un punto determinado y adema´s de eso
predecir correctamente su direccio´n, pues concuerda con los resultados presentados por
Shlomo Vinner en el texto “Advanced Mathematical Thinking” ([35], p. 76), en la cual
de una muestra de 278 alumnos, solo el 12% del total del grupo da una respuesta
satisfactoria; despue´s de mostrada la curva, a la pregunta “It is impossible to draw
through P a tangent to the curve”, que puede ser traducida como “Es imposible trazar
a trave´s de P una tangente a la curva”, tal como se observa en la Figura 4.18 (p. 101).
Figura 4.15: Curva propuesta por un alumno, en la que expresa que se puede trazar
el haz de secantes, y predice correctamente si tiene recta tangente en un punto
determinado y cual es su direccio´n.
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Figura 4.16: Curva presentada por un alumno, coincidente con una de las propuestas
por Shlomo Vinner en el texto Advanced Mathematical Thinking.
Figura 4.17: Curva presentada por la mayor´ıa del grupo de alumnos, donde coinciden
en los puntos donde se puede y no se puede aplicar el mecanismo del haz de secantes.
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Figura 4.18: Tabla de distribucion que indica el porcentaje de los alumnos y el tipo de
respuesta que presentaron durante la entrevista.
As´ı mismo, la curva mostrada en la Figura 4.17 (p. 100), propuesta por la mayor´ıa
del grupo de alumnos, permite inferir que esta´n empleando el mecanismo de manera
correcta, ya que mientras no puedan establecer la posicio´n del punto fijo dado no es
posible determinar la recta tangente y en consecuencia no pueden predecir la direccio´n
de la misma, adema´s, los alumnos que han intentado realizar el proceso de aproximacio´n
expresan “que se han trazado muy pocas secantes, y que debido al “embudo” que se
forma alrededor del punto, las secantes cambian constantemente de direccio´n y que
para determinar la direccio´n de la tangente, se tendr´ıan que trazar un nu´mero mayor
de secantes”, pero en este caso no es posible obtener visualmente la respuesta, lo que les
llevo´ a admitir que no pueden deducir la existencia de la recta tangente en ese punto
a partir del mecanismo del haz de secantes.
Finalmente, se puede afirmar que el grupo de alumnos, cuando se les pide trazar
secantes que pasen por el punto dado y por otros puntos sobre la curva cada vez ma´s
cercanos a e´l y existe una recta de estabilizacio´n, expresan que: “La recta tangente es
el l´ımite del haz de secantes”. Con esta respuesta u otras equivalentes, manifiestan que
hacen un uso riguroso del lenguaje y entienden, que la tangente a una curva en un
punto, cuando existe, es el final de un proceso de aproximacio´n infinito, adema´s, esta´n
manifestando que su razonamiento es avanzado respecto del concepto de tangente a una
circunferencia en un punto, ya que han hecho una cadena de elaboraciones mentales
que les permite percibir este concepto como un proceso dina´mico (paso al l´ımite).
Es importante resaltar que el lenguaje utilizado en la respuesta es una
manifestacio´n de la integracio´n del concepto-imagen y el concepto definicio´n de tangente
que el alumno ha asimilado hasta el momento. Segu´n Esteban ([12], p. 106)
Un estudiante no progresara´ desde el Nivel II al Nivel III (ni al IV) mientras
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mantenga dualidades entre el concepto imagen (la progresio´n de las secantes
que pasan por un punto A de la curva y por otros puntos situados sobre
la curva cada vez mas cercanos a A) y el concepto definicio´n (reconocer la
tangente como el l´ımite del haz de secantes, es un proceso infinito). El nivel
de razonamiento que permite la compresio´n de los conceptos avanzados o
dina´micos es incompatible con la dualidad entre concepto imagen y concepto
definicio´n. La plena integracio´n entre los conceptos intuitivos esta´ticos
(tangente a una circunferencia) con los dina´micos (aproximacio´n infinita
mediante el haz de secantes) caracteriza el acceso al Nivel III.
Con las actividades propuestas para esta fase se logro´ recapitular todo el proceso
desarrollado hasta ese momento, y con el ana´lisis de las respuestas dadas por los
alumnos a las actividades presentadas, se puede concluir que se obtuvo una mejoria
notable en el uso del lenguaje, pues las relaciones que utilizaron en sus mapas
conceptuales y las expresiones verbales que emplearon para definir los conceptos, son
una muestra del cambio conceptual y de la ampliacio´n de su red de relaciones.
Fase 4. Orientacio´n libre
En esta fase de aprendizaje los alumnos evidencian que han desarrollado e
interiorizado el concepto objeto de estudio, ya que presentan en forma precisa la
solucio´n de los problemas, adema´s, son capaces de construir otras soluciones a
problemas ya conocidos, logrando simulta´neamente relacionar los conceptos aprendidos
de una manera adecuada con otros conceptos previamente presentados. En particular,
las actividades de esta fase de aprendizaje, se pueden clasificar de acuerdo a sus
propo´sitos en tres grupos, as´ı:
Grupo 1. Buscar que el estudiante emplee el concepto de aproximacio´n local en su
manifestacio´n de recta tangente, en situaciones concretas.
Grupo 2. Implementar correctamente el infinito potencial como eje central del proceso.
Grupo 3. Generar nuevas situaciones que conlleven de una forma u otra a la puesta en
pra´ctica del concepto objeto de estudio.
Y para cada uno de ellos se obtuvieron los siguientes resultados:
Grupo 1. Consta de las actividades 1, 2 y 3 de esta fase de aprendizaje (Ver Cap´ıtulo
3, p. 74), y en el ana´lisis de las situaciones propuestas, se prueba que los alumnos
adquirieron la construccio´n e interpretacio´n del concepto matema´tico trabajado. Esto
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se demuestra en las observaciones hechas por ellos cuando enuncian algunas de las
propiedades de la recta tangente, tales como: “ser u´nica en un punto dado de la curva,
debido a que el haz de secantes solo se estabiliza en una sola recta”, esta afirmacio´n,
tal y como lo describe Esteban ([12], p. 107):
En el Nivel III es capaz de demostrar que la tangente a una curva,
suponiendo que exista, sera´ la u´nica recta que, precisamente, es el l´ımite
(“el final”) del haz de secantes.
es una caracter´ıstica propia del Nivel III, del modelo educativo de van Hiele, para este
concepto.
Las Figuras 4.19 (p. 104), 4.20 (p. 105), 4.21 (p. 105) y 4.22 (p. 106), muestran,
adema´s, de la afirmacio´n anterior otras respuestas que exhiben claramente, el tipo de
razonamiento propio del nuevo nivel.
As´ı mismo, el progreso hacia el Nivel III presupone experiencias en las que se
compruebe la necesidad de verificar que la sola apariencia no describe el concepto
de tangente. Esto se manifiesta en 4.19 (p. 104), cuando los alumnos reconocen la
estabilizacio´n del haz de secantes y afirman que la tangente debe cumplir una propiedad
adicional, que es la que realmente la caracteriza, que es ser el final de un proceso de
aproximacio´n y en 4.21 (p. 105), cuando reconocen la necesidad de llevar a cabo el
proceso para distinguir aquellas rectas que son tangentes a una curva en un punto
dado, de las que no lo son.
Grupo 2. Consta de las actividades 4, 5 y 6 de esta fase de aprendizaje (Ver Cap´ıtulo
3, p. 74), y durante el ana´lisis de las respuestas a las situaciones propuestas en ellas, se
concluye, que los alumnos adquirieron el manejo conceptual del infinito potencial y se
apropiaron de los esquemas necesarios para este concepto. Es importante resaltar que
las contradicciones generadas por este concepto son dif´ıcilmente superables, pero para
este grupo de alumnos pasaron a ser aspectos normales dentro de su proceso acade´mico.
Para probar este hecho, se emplean las afirmaciones utilizadas por el grupo
alumnos, donde indican que: “teo´ricamente siempre es posible aproximarse a una
cantidad dada, tanto como se quiera. Desde el punto de vista pra´ctico, debido a
las limitaciones de los aparatos de medicio´n utilizados, la aproximacio´n es siempre
restringida”, “los procesos de aproximacio´n son infinitos, y se pueden presentar para
describir algo muy grande o muy pequen˜o, cuando se trata de analizar algunos de las
actividades propuestas” y “hay una seria diferencia entre los procesos matema´ticos que
conducen a la nocio´n de aproximacio´n y los procesos matema´ticos que conducen a
ca´lculos exactos”, en concordancia con el lenguaje propio de este nivel, tal y como se
ilustra en las Figuras 4.23 (p. 107) y 4.24 (p. 108),
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Figura 4.19: Ana´lisis que realiza un alumno a la Actividad 1, de la fase de Orientacio´n
libre, donde expresa la unicidad de la recta tangente a trave´s del haz de secantes.
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Figura 4.20: Ana´lisis que realiza un alumno a la Actividad 2, de la fase de Orientacio´n
libre, donde reconoce la unicidad en la estabilizacio´n del haz de secantes.
Figura 4.21: Ana´lisis que realiza un alumno a la Actividad 2, de la fase de Orientacio´n
libre, en donde evidencia el dominio e interpretacio´n correcta en el uso del mecanismo.
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Figura 4.22: Ana´lisis que realiza un alumno a la Actividad 3, de la fase de Orientacio´n
libre, donde realiza la indentificacio´n de un objeto f´ısico y lo transforma en un objeto
matema´tico para analizarlo.
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Figura 4.23: Ana´lisis de la Actividad 5, de la fase de Orientacio´n libre, donde se
evidencia que los alumnos realizan los procesos de separacio´n de lo exacto frente a lo
aproximado. El proceso de aproximacio´n es un proceso infinito que se va construyendo
(infinito potencial).
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Figura 4.24: Ana´lisis de la Actividad 4, de la fase de Orientacio´n libre, donde se observa
la relacio´n que el alumno hace entre el proceso de aproximacio´n y el infinito potencial.
4.4 Ana´lisis de los resultados obtenidos 109
Grupo 3. Consta de la Actividad 7 y en ella los alumnos proponen nuevas
actividades, en las que se encuentra involucrado el concepto de aproximacio´n local,
utilizando herramientas computacionales, textos universitarios y experiencias de
docentes calificados en algunas a´reas del saber. Las Figuras 4.25 (p. 109), 4.26 (p.
110), 4.27 (p. 110) y 4.28 (p. 111), muestran los aportes que representan la mayor
parte de las situaciones propuestas por el grupo de alumnos.
Figura 4.25: Curva presentada por uno de los alumnos, con el propo´sito de manifestar
la elaboracio´n de un proceso que sigue indefinidamente (construccio´n de una longitud
infinita partiendo de una finita).
La siguiente es una lectura anexa al informe, en relacio´n a la Figura 4.25 (p. 109)
La curva descrita anteriormente, es una curva a la cual no se le puede
hallar su longitud. La construccio´n de esta, parte de una figura en forma
de tria´ngulo equila´tero. A continuacio´n, en el tercio central de cada uno
de los tres lados, se dispone a cabo en forma de tria´ngulo (△), con los
lados iguales a un tercio, obtenie´ndose un hexa´gono regular estrellado o
estrella de David. Si sigue el mismo proceso indefinidamente, se obtiene
como resultado el diagrama mostrado a la derecha de la figura.
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Figura 4.26: Figura presentada por uno de los alumnos, con el propo´sito de manifestar
el concepto de aproximacio´n, a trave´s de aproximaciones de c´ırculos en los ve´rtices de
un tria´ngulo.
Figura 4.27: Curva presentada por uno de los alumnos, con el propo´sito de manifestar
el concepto de aproximacio´n, a trave´s de una espiral poligonal.
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Figura 4.28: Lectura presentada por uno de los alumnos, en donde se observa
claramente, la nocio´n de aproximacio´n.
Un aspecto relevante de esta lectura, es el hecho de que los alumnos buscaron
situaciones donde aparece el concepto de aproximacio´n local, en ambientes no
matema´ticos. Esto genera un alto grado satisfaccio´n al grupo de investigadores por
la variedad de a´reas del conocimiento en las cuales el concepto objeto de estudio fue
aplicado.
Con las respuestas dadas, a las actividades propuestas para esta fase de
aprendizaje, se puede afirmar que el grupo de alumnos ha adquirido el lenguaje
propio del nuevo nivel de razonamiento, emplea correctamente el mecanismo del haz de
secantes no solo en situaciones matema´ticas, sino en situaciones presentadas en otros
contextos, as´ı mismo, lo emplea para determinar si una recta es tangente a una curva
plana en un punto dado sobre ella e identifica claramente en que´ curvas lo pueden
aplicar y en cuales no y porque´.
Debido a los logros mencionados anteriormente, se infiere que dicho grupo esta´
preparado, para pasar a la aplicacio´n de las actividades de la u´ltima fase del proceso,
sin necesidad de regresar a ninguno de los alumnos a la fase 2.
Fase 5. Integracio´n
Una de las caracter´ısticas ma´s importante del aprendizaje significativo es que
produce una fuerte interaccio´n entre los conocimientos ma´s relevantes de la estructura
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cognitiva y el nuevo conocimiento, la cual no debe confundirse con una simple
asociacio´n, de tal modo que e´stos adquieren un significado y puedan ser integrados a la
estructura cognitiva de manera no arbitraria y sustancial, favoreciendo la diferenciacio´n,
evolucio´n y estabilidad de los conceptos estudiados.
En atencio´n a lo anteriormente descrito y por la naturaleza de esta fase, se muestra
el u´ltimo de los mapas conceptuales realizado en forma colectiva por la totalidad del
grupo de alumnos participantes en el proyecto. En e´l, se puede observar claramente
la evolucio´n del lenguaje utilizado, la forma como elaboran las relaciones y como son
ma´s precisos en la implementacio´n del lenguaje adquirido. Cabe resaltar que este mapa
puede servir como base de un posible mo´dulo de instruccio´n para el siguiente nivel,
esto en palabras de Corbera´n ([7], p. 37), ser´ıa “si la aplicacio´n se realizo´ en un modo
vertical, la fase de integracio´n se puede solapar con la fase de informacio´n del nuevo
nivel”. La Figura 4.29 (p. 113), muestra las relaciones hechas en esta fase de aprendizaje.
En conclusio´n, se tiene que despue´s de aplicado a satisfacio´n el mo´dulo
de instruccio´n y analizados los resultados obtenidos, se logro´ que el 97.43%,
correspondiente a 38 alumnos de 39 del grupo experimental, haya progresado3 al Nivel
III de razonamiento del modelo educativo de van Hiele. La siguiente seccio´n, esta´
dedicada a analizar los resultados obtenidos por el alumno que no progreso´ en su nivel
de razonamiento frente al concepto objeto de estudio.
4.4.2. Resultados obtenidos por el alumno, perteneciente al
grupo experimental, que no fue clasificado en el Nivel
III de razonamiento
Este ana´lisis, pretende confirmar la clasificacio´n obtenida para el alumno que no
progreso´ en su nivel de razonamiento, es decir, concluir si fue bien clasificado en el Nivel
II, o por el contrario con las respuestas presentadas en las actividades y el lenguaje
utilizado en la solucio´n de las mismas, el alumno debe ser clasificado en el Nivel III.
Cabe resaltar, que en el caso de confirmarse, que la clasificacio´n del alumno es el Nivel
II, no se buscara´n las causas del no progreso del alumno, ya que este no es el objetivo
de esta investigacio´n.
Para realizar el ana´lisis de las actividades presentadas por, A244, no se seguira´ el
mismo esquema del ana´lisis implementado para los alumnos que progresaron al Nivel
III, sino que se realizara´ a la luz de los descriptores de separacio´n, presentados como
objetivos en el Cap´ıtulo 3, seccio´n 3.2 (p. 52) y a la implementacio´n del lenguaje
adquirido, que como fue sen˜alado en el Cap´ıtulo 1, seccio´n 1.6.1 (p. 33), constituye uno
3Para obtener ma´s informacio´n acerca de la clasificacio´n de los alumnos, se debe observar el
Ape´ndice A (p. 141)
4Esta es la etiqueta que el alumno posee dentro de la notacio´n utilizada para esta investigacio´n.
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Figura 4.29: Mapa conceptual grupal, realizado para la fase de integracio´n.
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de los factores de mayor importancia en la deteccio´n del nivel de razonamiento en el
que se encuentra un alumno, frente a un concepto espec´ıfico.
Ana´lisis
Como se indico´ en la seccio´n 4.4.1 (p. 83), la primera Actividad que se realizo´ con
el grupo de estudiantes fue la elaboracio´n de un mapa conceptual, con los conceptos de
punto, curva, recta y tangente. La Figura 4.30 (p. 114), muestra el mapa conceptual
realizado por A24, para la fase de informacio´n.
Figura 4.30: Mapa conceptual realizado, por A24 para la fase de Informacio´n.
Es importante anotar, que aunque este mapa tambie´n fue clasificado como debe
ser reformulado5, las relaciones aqu´ı establecidas, esta´n mostrando un alto grado
de desintegracio´n de los conceptos ba´sicos, que el alumno posee en su estructura
cognitiva al inicio del proceso y as´ı mismo establece un punto de partida que es, el no
reconocimiento de un concepto fundamental“el de punto”para el resto de los conceptos.
Esto se evidencia por la necesidad del alumno de comenzar el mapa conceptual con la
palabra “conceptos ba´sicos”, el cual no es un concepto y por lo tanto no deber´ıa ir
dentro de la estructura del mapa.
5Te´rmino definido en el Cap´ıtulo 4, seccio´n 4.4.1 (p. 85)
4.4 Ana´lisis de los resultados obtenidos 115
En esta misma direccio´n, se encuentra el mapa realizado para la fase de Orientacio´n
Dirigida, donde se supone que el alumno habr´ıa mejorado, el lenguaje propio del
concepto de aproximacio´n local, pero como se puede observar en la Figura 4.31 (p.
115), no emplea correctamente los te´rminos dados, y los relaciona de tal manera,
que no muestra ningu´n orden en su estructura cognitiva. Adema´s, a diferencia de sus
compan˜eros, este alumno no logra reformular y ampliar su red de relaciones va´lidas
frente al concepto.
Figura 4.31: Mapa conceptual realizado, por A24 para la fase de Informacio´n.
Es importante resaltar, que dentro del mapa conceptual se mencionan los te´rminos
“haz de secantes”, “aproximacio´n” y se establece una posible relacio´n entre la recta
tangente y el mecanismo haz de secantes, pero esto no basta para asegurar que el
alumno, tiene clara esta relacio´n. Para ello, se observan las actividades de la fase 2, y
se encuentra que:
i. Tiene dificultades con la construccio´n y apropiacio´n del infinito potencial.
ii. Reconoce los procesos de aproximacio´n local, inmersos en algunas de las
actividades, pero no es capaz de relacionarlos en contextos similares.
iii. El comportamiento gra´fico de los procesos dados, es el que predomina al momento
de dar sus respuestas.
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Esto se evidencia en las Figuras 4.32 (p. 116), 4.33 (p. 116) y 4.34 (p. 117),
correspondientes a las respuestas dadas por el alumno, a las actividades 1, 5 y 6 de la
fase de Orientacio´n dirigida.
Figura 4.32: Respuesta dada a la pregunta 4, de la Actividad 1, de la fase de Orientacio´n
dirigida, en donde no separa en su mente los procesos f´ısicos de los matema´ticos.
Figura 4.33: Respuesta dada a la Actividad 5, de la fase de Orientacio´n dirigida, donde
no se relacionan los procesos de aproximacio´n local con los movimientos f´ısicos en
ambientes ideales.
Pero, debido a que este ana´lisis solo corresponde a las dos primeras fases, ser´ıa
aventurado determinar el nivel de razonamiento en que se encuentra el alumno. Para
poder dar una apresiacio´n ma´s acertada se deben analizar cuidadosamente las dos fases
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Figura 4.34: Respuesta dada a la Actividad 6, de la fase de orientacio´n dirigida, donde
se observa claramente que no reconoce la diferencia entre las te´rminos “aproximarse”,
“tiende” o “se acerca” con el te´rmino “es”, el cual indica, de acuerdo con el concepto de
l´ımite, el final de un proceso.
siguientes, Explicitacio´n y Orientacio´n libre, pues en ellas, donde realmente mostrara´
si hubo una evolucio´n en su nivel de razonamiento o no.
Para la fase 3, Explicitacio´n, se enuncio´ en el Cap´ıtulo 4, seccio´n 4.4.1 (p. 94)
la existencia de tres etapas, que se pueden resumir as´ı: recapitulacio´n del proceso de
investigacio´n, reconocimiento visual del manejo del mecanismo en las curvas ba´sicas y
en las curvas patolo´gicas, donde se mostro´ como los alumnos participantes del proyecto
lograron avances significativos dentro del proceso, en relacio´n al manejo del lenguaje,
el significado que se le da al mismo (seccio´n 4.4.1, (p. 94)), el reconocimiento de las
cara´cteristicas ba´sicas del proceso de construccio´n de la recta tangente y el manejo del
infinito potecial (seccio´n 4.4.1, (p. 94)) y la correcta implementacio´n del mecanismo
seleccionado para el ana´lisis de las curvas patolo´gicas, sus consecuencias y formas de
aplicacio´n (seccio´n 4.4.1, (p. 95)).
Cabe resaltar que la recapitulacio´n de todo el proceso fue la primera Actividad
y por ende se esperaban mejores resultados en forma individual, pero al analizar el
trabajo presentado por este alumno, se encuentra que el mapa conceptual realizado,
sigue manteniendo dificultades en las relaciones hechas, ya que no hay coherencia
entre las afirmaciones y adema´s de esto su lenguaje no es el apropiado para esta
fase de aprendizaje, lo anterior se puede observar, comparando la Figura 4.13 (p. 97),
correspondiente a otro alumno que progreso´ al Nivel III, con la Figura 4.35 (p. 118)
que corresponde al mapa conceptual presentado por e´l, en esta fase de aprendizaje.
Adema´s de esto, al resolver la Actividad 4 de esta fase de aprendizaje, donde se
les pide que tracen curvas diferentes a las vistas dentro del proceso, a las cuales se les
pueda aplicar el haz de secantes para determinar la recta tangente a la curva en un
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Figura 4.35: Mapa conceptual presentado por A24, para la fase de Explicitacio´n.
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punto sen˜alado por ellos y otras en las que no se pueda aplicar el mecanismo, las cuales
se muestran en la Figura 4.36 (p. 120) y de la cual se obtienen los siguientes resultados:
1. Generaliza que a todas las funciones por tramos, como curvas a las que no es posible
encontrar su recta tangente en un punto dado sobre ella, y trata de mostrarlo a
trave´s de la curva y = ||x|| (mayor entero) y sen˜ala el punto terminal derecho, como
aquel punto en el cual no existe la tangente, lo cual es falso, porque en ese punto la
tangente existe y es horizontal.
Lo anterior demuestra que no esta´ utilizando el haz de secantes como mecanismo
para determinar si una recta es tangente o no a una curva y solo razona a partir de
lo que observa en la gra´fica propuesta.
2. No genera nuevas situaciones, lo que muestra que solo reconce las curvas t´ıpicas, y
cuando genera nuevas curvas, evidencia un mal manejo del mecanismo, pues presenta
una curva, la u´ltima de la columna del lado izquierdo, donde marca un punto en el
cual el mecanismo falla por no conocer la correcta aproximacio´n a este.
Con esta informacio´n, se puede afirmar que el alumno no esta´ mostrando un
razonamiento avanzado respecto al concepto objeto de estudio, ya que no ha hecho
una cadena de elaboraciones mentales que le permita percibir este concepto como un
proceso dina´mico, lo que le conduce a no comprender la formalizacio´n del concepto. Es
por eso, que este alumno mantiene la dualidad entre el concepto imagen y el concepto
definicio´n de recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella, descrito en
el Cap´ıtulo 4, seccio´n 4.4.1 (p. 101).
A partir de lo anterior, se puede afirmar que el alumno no ha progresado en su
nivel de razonamiento, de acuerdo con los descriptores de separacio´n. Este hecho se
comprobara´ con el ana´lisis de las actividades de las fase 4 realizadas por e´l y con
la comparacio´n de los resultados obtenidos por los alumnos promovidos al Nivel III
(Ver Cap´ıtulo 4, seccio´n 4.4.1 (p. 102)), donde muestran importantes avances en el
manejo del lenguaje y as´ı mismo evidenciaron como utilizan el manejo del mecanismo
seleccionado, en situaciones concretas.
El alumno, A24, dentro de la fase de orientacio´n libre, mostro´ que no establece
la relacio´n existente entre el manejo del mecanismo y su implementacio´n en dichas
situaciones, un ejemplo de esto, es cuando da respuesta a la Actividad 3, de esta fase
de aprendizaje, tal como se observa en la Figura 4.37 (p. 121)
Dicho alumno, al dar respuesta a las preguntas formuladas, en este caso en
un contexto diferente, no inicia el proceso del haz de secantes para confirmar sus
observaciones, ma´s parece, que estuviera razonando a tave´s de los procesos gra´ficos
involucrados en las actividades, basa´ndose so´lo en la apariencia f´ısica, sin considerar
la necesidad de ninguna propiedad adicional en la solucio´n del mismo, es decir, como
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Figura 4.36: Figuras presentadas por A24, para la fase de Explicitacio´n, donde muestra
que no comprende correctamente el manejo del mecanismo del has de secantes.
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Figura 4.37: Respuestas dadas por A24, para la Actividad 2, de la fase de orientacio´n
libre
el alumno no utilizo´ adecuadamente el mecanismo frente a estas nuevas situaciones,
realmente no ha comprendido el concepto objeto de estudio.
4.4.3. Ana´lisis de los resultados obtenidos por el grupo de
control
El presente ana´lisis, esta´ basado en los resultados obtenidos por el grupo de control
despue´s de ser aplicado el test “Curvas y Tangentes”, tanto al inicio como al final de la
intervencio´n pedago´gica, y se realizo´ con el fin de establecer cuales fueron las causas de
la nueva ubicacio´n de dicho grupo, respecto de los niveles I, II y III de razonamiento
del modelo educativo de van Hiele, frente al concepto de aproximacio´n local, en su
manifestacio´n de recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella.
As´ı mismo, servira´ como base para establecer una diferencia, si es que la hay,
entre el razonamiento exhibido por los alumnos del grupo control y los del grupo
experimental, frente al concepto objeto de estudio. Lo anterior se puede considerar
como un criterio para sustentar la efectividad del mo´dulo de instruccio´n.
Para dar comienzo al ana´lisis de los resultados de este grupo, se muestra en la
Figura 4.38 (p. 122) el patro´n ideal de respuestas dados por Esteban en su tesis doctoral,
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para el test “Curvas y Tangentes”, y posteriormente se presenta una breve descripcio´n
en la distribucio´n del mismo.
Figura 4.38: Patro´n de respuestas ideales, dadas por Esteban ([12], p. 221).
Segu´n Esteban ([12], p. 155-171), el test aplicado, tiene la siguiente distribucio´n:
1. Las dos primeras preguntas o preguntas iniciales, tienen como objetivo sentar las
bases en las cuales se va a mover la entrevista y producir un efecto tranquilizador
en el entrevistado.
2. Las preguntas de la tres (3) a la seis (6), tienen como objetivo analizar la
aproximacio´n en el sentido visual del te´rmino, sin mencionar (por parte del
entrevistador) la relacio´n curva–tangente.
3. Las preguntas de la siete (7) a la doce (12), tienen como objetivo establecer la
relacio´n entre el concepto de aproximacio´n y la recta tangente, y adema´s exploran
el concepto–imagen que se tiene de recta tangente a una curva en un punto.
4. La separacio´n entre el Nivel II y el III, esta dada fundamentalmente, en el uso
preciso y riguroso que el alumno haga del lenguaje para solucionar las distintas
situaciones que se le presenten, por la capacidad de dar una definicio´n precisa del
concepto tratado a partir del mecanismo utilizado, en la capacidad de integrar el
concepto–imagen con el concepto–definicio´n, y en la manifestacio´n de que el proceso
de aproximacio´n es un proceso infinito. Las preguntas 13 a la 16, esta´n disen˜adas
para captar estas diferencias.
5. El resto de las preguntas, de la 17 a la 25, tienen como objetivo, que el alumno emplee
un lenguaje riguroso y preciso, en donde deben hacer una descripcio´n correcta del
me´todo, aplica´ndolo adecuadamente y relaciona´ndo con el proceso de aproximacio´n
que se deriva de e´l con la tangente.
Con base a esta informacio´n, en la distribucio´n presentada en el Ape´ndice A,
seccio´n A.3.1 (p. 150), ilustrada en las Figuras A.6 (p. 151), A.7 (p. 151), A.8 (p. 151)
y A.9 (p. 151), y en la informacio´n presentada en las Figuras 4.39 (p. 123), 4.40 (p.
124) y 4.41 (p. 124), se observa un grado de mejoramiento en las respuestas de algunos
de los alumnos, respecto a la primera aplicacio´n, pero siguen presentando diferencias
con el patro´n ideal de respuestas.
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Figura 4.39: Distribucio´n por niveles del grupo control.
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Figura 4.40: Respuestas dadas por el grupo de control, en su primera aplicacio´n.
Figura 4.41: Respuestas dadas por el grupo de control, en su segunda aplicacio´n.
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Una forma de evidenciar dichas diferencias, es analizando las respuestas presen-
tadas por el grupo de alumnos, de acuerdo a los tres niveles estudiados.
Nivel I: Como se puede observar en la Figura 4.39, de los 25 alumnos clasificados
en el Nivel II, 7 de ellos involucionaron en su nivel de razonamiento de acuerdo a los
resultados obtenidos en la segunda aplicacio´n del test.
Una forma de comprobar esta involucio´n es confrontando las respuestas presen-
tadas por este grupo de alumnos, en lo que respecta al progeso en su nivel de razon-
amiento. La Figura 4.42 (p. 125), muestra claramente que este grupo de alumnos, no
ha cambiado su forma de razonar frente al concepto objeto de estudio y as´ı mismo
segu´n las respuestas brindadas, se observa que los alumnos persisten en su concepto–
imagen, pues expresan que una recta tangente no puede cortar a una curva, esto lo
hacen, sin recurrir al mecanismo seleccionado para realizar sus conclusiones, esa falta
de comprensio´n, segu´n Esteban ([12], p. 167), es una confirmacio´n de un razonamiento
caracter´ıstico del Nivel I o mejor au´n es una confirmacio´n de no haber accedido al Nivel
II.
Figura 4.42: Respuestas presentadas en la primera y segunda aplicacio´n del test, por
los alumnos que no fueron clasificados en el Nivel II en la segunda aplicacio´n
.
A partir de este ana´lisis, se puede concluir que los alumnos no involucionaron
en su nivel de razonamiento, ya que mantienen un patro´n de respuestas similares, pero
de acuerdo con los cambios observados en ellas, se puede deducir que estos alumnos se
sienten ma´s “comodos” razonando en un nivel inferior, al inicialmente detectado.
Nivel II: Como se indico´ anteriormente de los 25 alumnos clasificados en el Nivel
II, 12 de ellos permanecieron en su nivel de razonamiento de acuerdo a los resultados
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obtenidos en la segunda aplicacio´n del test.
Un aspecto que hay que resaltar es que estos alumnos no mostraron diferencias
significativas entre las dos aplicaciones del test y por lo tanto permanecieron invariantes
en su nivel de razonamiento. Pero, de este resultado y de los obtenidos para el Nivel
I, se puede concluir que la metodolog´ıa tradicional no aporta al razonamiento de los
alumnos, ya que el 76% de los alumnos del grupo control permanecio´ en el nivel de
razonamiento o se sintieron ma´s comodos razonando en un nivel inferior, frente al
concepto de aproximacio´n local en la manifestacio´n seleccionada.
Nivel III: Como se indico´ anteriormente de los 25 alumnos clasificados en el Nivel
II, 6 de ellos, correspondientes al 24%, progresaron al Nivel III de razonamiento de
acuerdo a los resultados obtenidos en la segunda aplicacio´n del test.
Como se puede observar la diferencia obtenida por este grupo de alumnos es
notable, tal y como se muestra en la Figura 4.43 (p. 126). Cabe resaltar que estos
alumnos aunque progresaron en su nivel de razonamiento, presentan deficiencias en el
uso del lenguaje y en algunos de los procesos de razonamiento infinito involucrados en
el proceso, tal como puede observarse en el Anexo B, seccio´n B.4 (p. 161).
Figura 4.43: Respuestas presentadas en la primera y segunda aplicacio´n del test, por
los alumnos que progresaron del Nivel II al Nivel III.
Es importante anotar, que las respuestas presentadas en la Figura 4.43 (p. 126)
corresponden a las preguntas donde se explora la integracio´n entre el concepto imagen
y el concepto definicio´n.
Conclusio´n: Con base a los resultados expuestos anteriormente, se observa clara-
mente la diferencia entre el nivel de razonamiento en el cual se encuentran los 38
alumnos que progresaron al Nivel III de razonamiento y el alumno que permanecio´ en
el Nivel II. Esto, se evidencia en el lenguaje adquirido y la forma como lo implementan,
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tanto en situaciones propias del concepto de aproximacio´n local como en situaciones
concretas que conllevan la aplicacio´n del concepto fuera del a´mbito de la matema´tica,
as´ı mismo, se resalta que el hecho de que la implementacio´n de una te´cnica, como lo
son los mapas conceptuales, permita analizar de una forma eficaz, los progresos en el
lenguaje y asociaciones que van surgiendo en la mente del alumno frente a un concepto
espec´ıfico.
As´ı mismo, se resalta el hecho de que las experiencias de aprendizaje implemen-
tadas dentro de la metodolog´ıa tradicional solo permitio´ que un 24% del total de un
grupo progresara´ en su nivel de razonamiento, lo cual resalta el papel del mo´dulo de
instruccio´n que permitio´ el progreso del 97.44% del grupo experiemental.
Capı´tulo 5
Conclusiones
A
trave´s de los distintos Cap´ıtulos de los que se compone este trabajo
de investigacio´n, se han realizado diversas observaciones y conclusiones
importantes, las cuales tienen relacio´n directa con el cumplimiento de
los objetivos propuestos entorno al disen˜o y aplicacio´n del mo´dulo de
instruccio´n. En este Cap´ıtulo, se hace una recopilacio´n de todas esas conclusiones,
discriminadas no por las etapas del proceso, sino por el cumplimiento de los objetivos.
As´ı mismo, se proponen futuras l´ıneas de investigacio´n y trabajos a desarrollar
dentro de la aplicabilidad del concepto objeto de estudio.
5.1. Conclusiones relativas al cumplimiento del
objetivo general
En esta parte de las conclusiones se hace e´nfasis en el disen˜o y aplicacio´n del mo´dulo
de instruccio´n, a la te´cnica de los mapas conceptuales, y a su implementacio´n dentro del
modelo educativo de van Hiele, la cual se expone en el art´ıculo“Los mapas conceptuales
como herramienta de exploracio´n del lenguaje en el modelo de van Hiele” ([49]),
publicado en el marco del Primer Encuentro Internacional sobre Mapas Conceptuales,
realizado en la universidad Pu´blica de Navarra en Espan˜a en el an˜o 2004.
Conclusiones: Respecto al disen˜o y elaboracio´n del mo´dulo de instruccio´n, para un
concepto matema´tico determinado, que posea un alto componente visual y geome´trico,
es necesario que este tenga un estudio teo´rico previo que haya detectado los descriptores
para los diferentes niveles de razonamiento en relacio´n al modelo educativo de van Hiele,
pues estos son la base del proceso de investigacio´n, y adema´s, orientan el mismo a lo
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largo de su desarrollo.
Respecto a su aplicacio´n, el disen˜o del mo´dulo de instruccio´n permitio´ cumplir con
el Objetivo General de la investigacio´n (ver Cap´ıtulo 4). De los 39 alumnos participantes
en la investigacio´n 38 de ellos progresaron al Nivel III de razonamiento, adema´s, se
muestra una diferencia entre los alumnos participantes en el grupo experimental y los
del grupo de control, en la apropiacio´n del concepto objeto de estudio.
Cabe rescatar, que el progreso en el nivel de razonamiento de los alumnos del
grupo experimental se dio con una inversio´n minima de tiempo, y adema´s de esto, se
obtuvo una diferencia significativa en los resultados acade´micos obtenidos por ellos y
los obtenidos por los alumnos del grupo de control, en el curso de Ca´lculo Diferencial
(ver Figura 5.1 (p. 130)).
Figura 5.1: Relacio´n de los promedios obtenidos por el grupo experimental y el grupo
de control en el curso de Ca´lculo Diferencial.
En dicha Figura, se observa, que de los alumnos participantes en el proyecto de
investigacio´n ninguno perdio´ la asignatura, y los promedios acade´micos de los alumnos
se ubican de la siguiente forma: un 58.97% entre 3 y 3.99 y un 41.03% entre 4 y 5,
lo que es un indicador, no solo de su progreso en el nivel de razonamiento, sino en su
nivel acade´mico.
Estos resultados, muestran que es posible construir soluciones al problema de
investigacio´n, mencionado en el Cap´ıtulo 2, donde se mostro´ como los procesos
de razonamiento infinito son una ser´ıa dificultad para los alumnos de la interfase
bachillerato – universidad, donde suele creerce, que la compresio´n de los procesos en los
cuales esta involucrado el concepto de aproximacio´n local no debe presentar obsta´culos
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para los alumnos y, por ello, se pasa ra´pidamente de las definiciones presentadas en
forma verbal a los problemas algebraicos, no teniendo en cuenta el desarrollo del
razonamiento que es inherente a los conceptos que requieren el paso al l´ımite.
De acuerdo a lo anteriormente planteado, el disen˜o de un mo´dulo de instruccio´n,
para el concepto de aproximacio´n local, en su manifestacio´n de recta tangente a una
curva plana en un punto dado sobre ella, permite planificar, desarrollar y aplicar
experiencias de aprendizaje para que el alumno pueda progresar a trave´s de los niveles
de razonamiento del modelo educativo de van Hiele, ya que durante su aplicacio´n,
suministra a los alumnos las herramientas necesarias para reformular sus esquemas
conceptuales, permitiendo una mejor integracio´n entre los elementos teo´ricos y pra´cticos
del concepto objeto de estudio.
5.2. Conclusiones relativas al cumplimiento de los
objetivos espec´ıficos
Para la revisio´n y verificacio´n del cumplimiento de los objetivos espec´ıficos, solo
es necesario observar los resultados obtenidos por el grupo experimental (ver Cap´ıtulo
4), sin embargo, es importante mencionar otros logros obtenidos durante el proceso de
investigacio´n, en distintos aspectos:
La aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n, permitio´ observar que la actitud por
parte de los alumnos del grupo experimental, fue fundamental para el desarrollo
del proyecto, ya que con ellos se realizo´ el trabajo en un ambiente de cordialidad.
Su asistencia fue voluntaria y no se les obligaba ha realizar las actividades, sino
que simplemente se les propon´ıan para luego ser discutidas e implementadas
dentro del proceso. As´ı mismo, durante el trabajo, cada uno de los alumnos era
escuchado con sumo cuidado, lo cual los motivaba ha seguir insistiendo para
tratar de transmitir lo que ellos pensaban y en hacer expl´ıcitas sus inquietudes.
La elaboracio´n de mapas conceptuales, enmarcados dentro del modelo educativo
de van Hiele, permite una nueva forma de exploracio´n de las condiciones
propias del modelo, especialmente en el ana´lisis del lenguaje empleado por los
alumnos durante la intervencio´n pedago´gica. Adema´s, permiten hacer un mejor
seguimiento y evaluacio´n de las nuevas relaciones conceptuales que van generando
durante el proceso.
Lo anterior se ve reforzado, cuando Esteban ([49], p. 154), afirma que “al indagar
por un concepto espec´ıfico a trave´s de los mapas conceptuales, el docente puede
darse cuenta del tipo de relaciones construidas por los alumnos, con que´ otros
conceptos lo relaciona, el lenguaje utilizado y el grado de integracio´n entre
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ellos. Al evaluar esta informacio´n, la instruccio´n se puede orientar a ayudarle
a los alumnos a ampliar la red de relaciones, propiciando el insight, objetivo
fundamental del modelo de van Hiele”.
La aplicacio´n del mecanismo del haz de secantes, motiva el razonamiento en los
alumnos, ya que ellos elaboran sus conclusiones a partir de la implementacio´n
del mismo, sin necesidad de referirse a las expresiones algebraicas de las curvas
estudiadas.
A partir de esto y de los resultados obtenidos en el Cap´ıtulo 4, (p. (83)) en las
diferentes actividades, se puede concluir que los alumnos han comprendido el concepto
de aproximacio´n local en su manifestacio´n de recta tangente, rompiendo con la dualidad
entre el concepto imagen y el concepto definicio´n, siendo esta´ u´ltima, una condicio´n
necesaria para que el estudiante progrese del Nivel II al Nivel III de razonamiento del
modelo de van Hiele.
5.3. Observaciones realizadas durante la aplicacio´n
del mo´dulo de instruccio´n
En esta seccio´n, se enunciara´n dos observaciones que se obtuvieron durante la
aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n.
La primera de ellas, es que hay una clara diferenciacio´n entre los alumnos
pertenecientes al grupo de control clasificados en el Nivel III de razonamiento, y
aquellos alumnos que progresaron al mismo nivel de razonamiento por la aplicacio´n
de las experiencias de aprendizaje del mo´dulo de instruccio´n. Dicha diferencia, radica
en el manejo del lenguaje, en la apropiacio´n e implementacio´n del mecanismo del haz
de secantes y en su aplicacio´n en contextos diferentes. Cabe resaltar que de los alumnos
clasificados en el Nivel III, que no participaron en la intervencio´n pedago´gica, poseen
todas estas caracter´ısticas, pero no con la misma apropiacio´n de los que s´ı participaron.
Es con base en esta observacio´n y a la investigacio´n realizada por Jaramillo
(Ver Cap´ıtulo 1, seccio´n 1.4.4, (p. 29), que se podr´ıa establecer la posible existencia
de subniveles dentro de cada nivel de razonamiento, espec´ıficamente en la nocio´n
aproximacio´n local en su manifestacio´n de recta tangente a una curva plana, a la luz
del modelo de van Hiele.
La segunda observacio´n, se hace con base a las entrevistas informales (ver Ape´ndice
B (p. 153)) sostenidas con alumnos del grupo experimental, un semestre despue´s de
concluida la intervencio´n pedago´gica. Las observaciones realizadas por estos fueron muy
satisfactorias, porque reconocieron y aplicaron en temas tales como“Sumas de Riemann
e integrales definidas”, “Series y sucesiones” e “Integracio´n nume´rica”, el concepto de
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aproximacio´n local, estableciendo un paralelo con la manifestacio´n de recta tangente a
una curva plana, con los conceptos estudiados.
Este hecho se hace relevante, porque ser´ıa propicio observar el proceso de los
alumnos en cursos posteriores, lo cual permitir´ıa analizar la efectividad del mo´dulo
de instruccio´n y observar como el concepto objeto de estudio se va ampliando en su
estructura cognitiva.
5.4. Futuras l´ıneas de investigacio´n
En el transcurso de esta investigacio´n se ha observado la necesidad de disen˜ar e
implementar nuevas investigaciones tanto a nivel teo´rico como pra´ctico, que tengan
como sustento el modelo educativo de van Hiele. Es por ello que planteamos las
siguientes l´ıneas de trabajo:
5.4.1. A nivel teo´rico
1. Realizar la descripcio´n teo´rica de las fases de aprendizaje, que correpondan
a conceptos del Ana´lisis Matema´tico, espec´ıficamente a aquellos que han sido
estudiados a la luz del modelo educativo de van Hiele.
2. Disen˜ar con base en los resultados obtenidos en esta investigacio´n, un mo´dulo de
instruccio´n que pueda ser aplicado en el menor tiempo posible, con el f´ın de convertir
esta herramienta en una base del proceso de ensen˜anza y aprendizaje para la interfase
bachillerato – universidad.
3. Comprobar si en realidad un alumno clasificado en el Nivel III de razonamiento,
despue´s de aplicado el test “Curvas y Tangentes”, presenta diferencias, respecto
a un alumno que progreso mediante la aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n, y si
se confirman dichas diferencias comenzar un estudio de la posible existencia de
subniveles dentro del modelo educativo, frente al concepto objeto de estudio.
5.4.2. A nivel pra´ctico
1. Disen˜ar los mo´dulos de instruccio´n correspondientes al concepto de aproximacio´n
local en su manifestacio´n de recta tangente a una curva plana en un punto dado
sobre ella, para ayudar a progresar a los alumnos ubicados en el Nivel 0 al Nivel I,
los ubicados en el Nivel I al Nivel II.
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De acuerdo con lo anterior, estas consideraciones junto con las de los Cap´ıtulos
anteriores de este trabajo de investigacio´n, muestran el cumplimiento de los objetivos
planteados en el Cap´ıtulo 3 para el disen˜o y aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n, y
como esta investigacio´n hace un aporte significativo en la solucio´n del problema de
investigacio´n.
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Ape´ndice A
Tratamiento estad´ıstico del proceso de
investigacio´n
L
as te´cnicas de agrupamiento buscan la obtencio´n de agrupamientos naturales
dentro de un conjunto de datos (registros); es decir, hacen una divisio´n natural
dentro del conjunto de datos disponible. Dichas te´cnicas son utilizadas para
poder distinguir subclases dentro de una clase determinada.
El algoritmo K-means es una te´cnica de agrupamiento estad´ıstica, que pretende
entre otras cosas, hacer una divisio´n natural dentro de un conjunto de datos disponible,
cuyo factor fundamental es el uso de una medida de disimilitud entre agrupamientos,
es decir, lo que consigue es distinguir si dos o ma´s registros pertenecen al mismo
agrupamiento o no.
En este Ape´ndice se lleva a cabo una descripcio´n de esta te´cnica y se muestra como
su aplicacio´n, permite la clasificacio´n de un grupo de estudiantes en un determinado
nivel de razonamiento del modelo educativo de van Hiele, frente al concepto de
aproximacio´n local, en su manifestacio´n de recta tangente a una curva plana en un
punto dado.
A.1. Procedimientos estad´ısticos
La obtencio´n de agrupamientos naturales responde a muy diversos criterios.
En general, el factor fundamental es el uso de una medida de disimilitud entre
agrupamientos; es decir, lo que se consigue es distinguir si dos o ma´s registros de
un conjunto de datos pertenecen al mismo agrupamiento (disimilitud baja) o no
(disimilitud alta). Esta medida tambie´n se aplica agrupamiento a agrupamiento, con
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el f´ın de propiciar fusiones y separaciones entre los diversos agrupamientos obtenidos,
con el objetivo de conseguir los agrupamientos ma´s adecuados posibles.
Formalmente, un proceso de agrupamiento sobre un conjunto de datos X =
{x1,x2, ...,xn}, va a obtener c subconjuntos X1,X2, ...,Xc,Xi 6= /0, para i = 1,2,3, ....,c,
tales que X = X1 ∪X2 ∪ . . .∪XC y disjuntos entre s´ı, es decir, Xi ∩X j = /0,∀i 6= j, de
manera que los datos de cada Xi tengan entre s´ı una alta similitud. La imposicio´n de
que los conjuntos sean disjuntos entre s´ı, es una asuncio´n necesaria para los me´todos
cla´sicos, pero los me´todos difusos no tienen esta restriccio´n, permitiendo que ciertos
elementos pertezcan a ma´s de un conjunto con una cierta probabilidad (certidumbre).
La medida de similitud ideal, deber´ıa ser invariante a posibles reescalamientos del
conjunto de datos, a fin de conservar el concepto de agrupamiento natural en cualquier
presentacio´n de los mismos.
Segu´n el me´todo cla´sico, para hacer el particionamiento, se puede hablar de diversas
te´cnicas de agrupamiento, que a su vez forman familias dependiendo de la filosof´ıa
general a la que se le aplique el me´todo. Las dos familias ma´s importantes son las
te´cnicas de agrupamiento jera´rquicas y las te´cnicas basadas en la minimizacio´n del
error cuadra´tico, siendo esta´ u´ltima la base de esta investigacio´n.
A.1.1. Agrupamientos basados en sumas de cuadrados
Esta te´cnica de agrupamiento, funciona segu´n el criterio de minimizar la dispersio´n
interna dentro de cada agrupamiento (distancia intragrupamiento) y de maximizar la
dispersio´n entre los distintos agrupamientos (distancia interagrupamiento), y cumple
con el propo´sito de que a partir de un conjunto inicial de registros, este se divide en
un nu´mero determinado de agrupamientos naturales que optimicen dicha funcio´n, sin
embargo, la optimizacio´n de dicha funcio´n requiere el empleo de muchas operaciones
computacionales, por lo cual la mayor parte de los me´todos aplicados son subo´ptimos.
Dichos modelos se diferencian en el criterio de optimizacio´n, el cual mide en forma
global las distancias intra e interagrupamiento, y en el proceso de optimizacio´n que
adopte.
Los criterios de optimizacio´n ba´sicos son:
1. Minimizacio´n de la diagonal Sw
2. Minimizacio´n de |Sw|
/∣∣ ˆΣ
∣
∣
3. Maximizacio´n de la diagonal S−1w SB
4. Minimizacio´n de la diagonal ˆΣ−1Sw
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Donde ˆΣ define la matriz de covarianzas del conjunto total de la muestra , Sw la
matriz de dispersio´n de intraagrupamiento y SB = ˆΣ− Sw la matriz de dispersio´n de
interagrupamiento.
A.1.2. Algoritmo K-means
El me´todo k-medias, es el ma´s popular entre los me´todos de agrupamiento basados
en sumas de cuadrados, este es un me´todo subo´ptimo y consiste en minimizar el primer
criterio de optimizacio´n (minimizacio´n de la diagonal Sw).
El algortmo K-means, es considerado ra´pido y eficaz si la distancia que utiliza es
adecuada para el problema considerado, adema´s, exige conocer el nu´mero de clusters
en los que se desea clasificar la muestra de vectores de la poblacio´n. Si el nu´mero
de cluster no se conoce por adelantado, se puede dejar que el algoritmo determine el
nu´mero utilizando para´metros definidos por el usuario.
El modo de funcionamiento del algoritmo consiste en mover cada vector al cluster
cuyo centroide este´ ma´s cercano al mismo, y actualizar despue´s los centroides de los
clusters.
A.2. Muestra elegida para el proyecto de investi-
gacio´n
La muestra elegida, para realizar el proyecto de investigacio´n fue de 154 alumnos
discriminadaos de la siguiente manera: 115 de la Universidad de Antioquia (Medell´ın,
Colombia), y 39 del Instituto Te´cnolo´gico Metropolitano (Medell´ın, Colombia). Dado
que no se trata de lograr generalizaciones, sino de probar la efectividad de las
experiencias de aprendizaje, definidas en el mo´dulo de instruccio´n (ver Cap´ıtulo 3,
seccio´n 3.3, p. 53).
As´ı mismo, todos los alumnos seleccionados se encuentran en primer semestre de
su carrera universitaria1 y ninguno de ellos ha visto formalmente un curso de ca´lculo en
una institucio´n de educacio´n superior. Adema´s de esto, los profesores de los alumnos
participantes, son los integrantes del proyecto de investigacio´n.
Las Tablas A.1, A.2 y A.3 muestran la informacio´n global, taman˜o y porcentajes,
de como esta´n situados los estudiantes, en lo relativo a la institucio´n educativa, sexo y
cara´cter de la institucio´n.
1Los estudiantes seleccionados pertenecen a las carreras de matema´ticas, ingenier´ıa y tecnolog´ıa en
electro´nica.
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Frecuencia Porcentaje (%) % va´lido % Acumulado
ITM 39 25.3 25.3 25.3
UDEA 115 74.7 74.7 100.0
Total 154 100.0 100.0
Tabla A.1: Nombre de la institucio´n a la cual pertenecen los alumnos y porcentajes.
Frecuencia Porcentaje (%) % va´lido % Acumulado
Femenino 53 34.4 34.4 34.4
Masculino 101 65.6 65.6 100.0
Total 154 100.0 100.0
Tabla A.2: Sexo de los alumnos y porcentajes.
Frecuencia Porcentaje (%) % va´lido % Acumulado
Oficial 104 67.5 67.5 67.5
Privado 50 32.5 32.5 100.0
Total 154 100.0 100.0
Tabla A.3: Cara´cter de la institucio´n a la cual pertenecen los alumnos y porcentajes.
Como se puede observar el la Tabla A.1 (p. 144), hay un mayor porcentaje de
alumnos de la Universidad de Antioquia, esto se debe a la concurrencia de estudiantes
en cada una de las instituciones anteriormente mencionadas. As´ı mismo, la informacio´n
de la Tabla A.2 (p. 144), muestra una relacio´n aproximada de 2 a 1, entre la cantidad
de hombres y mujeres participantes en la investigacio´n; esta relacio´n es una de las
principales caracter´ısticas de los alumnos en estas carreras universitarias.
Finalmente, los datos de la Tabla A.3 (p. 144), presenta una mayor cantidad de
estudiantes de colegios oficiales que de colegios privados, que es una tendencia de las
universidades oficiales; como en este caso lo son, la Universidad de Antioquia y el
Instituto Tecnolo´gico Metropolitano.
Para realizar la clasificacio´n de cada alumno, en el nivel de razonamiento
correspondiente, se aplica el test denominado “Curvas y Tangentes2”, previamente
validado por Esteban ([12], pp. 113 - 258) en su tesis doctoral, que consta de 25
preguntas, discriminadas en tres bloques as´ı: bloque 1, de la pregunta 1 a la 7, bloque
2, de la pregunta 8 a la 16 y bloque 3, de la pregunta 17 a la 25, a partir de esto, un
alumno esta´ ubicado en el nivel II, si responde como mı´nimo tres preguntas del bloque
2Para ver un modelo del test, debe ver el Ape´ndice G, (p. 215).
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1, 6 del bloque 2 y a lo sumo 4 del bloque 3, como lo indica la Tabla A.4 (p. 145)
Criterio Experto Bloque 3 Bloque 2 Bloque 1
Nivel 3 ≥ 5 ≥ 6 ≥ 3
Nivel 2 < 5 ≥ 6 ≥ 3
Nivel 1 < 2 < 4 ≤ 3
Tabla A.4: Pre-clasificacio´n, presentada por Esteban [12], en su tesis doctoral,
denominada criterio del experto.
Al aplicar este criterio a la muestra obtenida, se pre-clasifican solo 18 estudiantes,
de los cuales se tienen 4 en el Nivel II y 14 en el Nivel I. Esta informacio´n, se utiliza
para obtener los centros iniciales, con los que se debe iniciar el algoritmo k-means,
dentro del ana´lisis estad´ıstico.
Ahora, para realizar el proceso de clasificacio´n de cada uno de los alumnos en los
niveles I, II y II del modelo educativo de van Hiele, mediante la implementacio´n de
herramientas estad´ısticas, se emplea el programa SPSS r versio´n 12.0 para Windows.
En el menu´ analizar, se elige la opcio´n de clasificacio´n por el algoritmo k-means, que
es uno de los me´todos de agrupacio´n alrededor de centros mo´viles, se suministran los
centros iniciales, se le ordena al programa que obtenga tres grupos (clusters), que
clasifique al mismo tiempo que interactu´a y que utilice las medias actualizadas.
Para determinar los centros iniciales con los cuales se inicia el algoritmo, se utilizan
las medias de “aciertos” (coincidencias con el patro´n ideal de respuestas), es decir, los
porcentajes de aciertos en cada una de las preguntas y para cada uno de los tres bloques
del test de curvas y tangentes. La Tabla A.5 (p. 146) representa las medias de acierto,
con la cual debe iniciar el algoritmo.
La convergencia de la solucio´n se alcanza en la iteraccio´n 12 con una distancia
mı´nima entre los centros iniciales de 1,522, clasificando a los 154 alumnos en tres
conglomerados, en correspondencia con los niveles I, II y II de razonamiento del modelo
educativo de van Hiele de la siguiente manera: 63 en el Nivel I, 66 en el Nivel II y 25
en el Nivel III, como se ilustran en las Figuras A.1 (p. 147), A.2 (p. 147), A.3 (p. 147)
y A.4 (p. 147).
De la informacio´n anterior, se concluye que de los 66 alumnos clasificados en el
Nivel II, so´lo dos (2) alumnos son del Instituto Tecnolo´gico Metropolitano (ITM), que
corresponden a las etiquetas A2 y A3. Es importante resaltar que la clasificacio´n de
los 66 alumnos ubicados en el Nivel II, se corroboro´ con el ana´lisis de las respuestas
brindadas por ellos en el desarrollo del Test “Curvas y Tangentes”.
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Nivel I Nivel II Nivel III
0,64 0,50 0,00
0,21 0,50 0,00
0,29 0,75 0,00
0,79 0,75 0,00
0,29 0,75 0,00
0,43 0,50 0,00
0,00 0,50 0,00
0,71 1,00 0,00
0,36 1,00 0,00
0,07 0,50 0,00
0,00 1,00 0,00
0,00 0,75 0,00
0,14 0,25 0,00
0,00 0,75 0,00
0,00 0,25 0,00
0,36 0,75 0,00
0,07 0,00 0,00
0,07 0,00 0,00
0,07 0,50 0,00
0,21 0,25 0,00
0,00 0,00 0,00
0,14 0,25 0,00
0,00 0,00 0,00
0,14 0,50 0,00
Tabla A.5: Medias de aciertos para realizar la clasificacio´n.
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Figura A.1: Distribucio´n del grupo de
alumnos para el Nivel I de razonamiento.
Figura A.2: Distribucio´n del grupo de
alumnos para el Nivel II de razonamiento.
Figura A.3: Distribucio´n del grupo de
alumnos para el Nivel III de razonamiento.
Figura A.4: Mapa teritorial de distribucio´n,
con sus respestivos centriodes.
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A.3. Seleccio´n del grupo control y del grupo
experimental
Como se indico´ en el Cap´ıtulo anterior, la aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n debe
cumplir el propo´sito de ayudar a un alumno ubicado en el Nivel II de razonamiento a
progresar al Nivel III.
Para cumplir este propo´sito, se dividen aleatoriamente los 66 alumnos ubicados en
el Nivel II de razonamiento, en dos grupos. El primero, es el grupo experiental, que
contiene el 60% del total, es decir, aproximadamente 40 alumnos, 39 de la Universidad
de Antioquia y 1 del Instituto Tecnolo´gico Metropolitano; y el segundo, es el grupo
control, que contiene el 40% del total, es decir, aproximadamente 26 alumnos, 25 de
la Universidad de Antioquia y 1 del Instituto Tecnolo´gico Metropolitano. Sin embargo,
por dificultades en el desplazamiento, econo´micas y por incompatibilidad horaria, los
2 estudiantes del Instituto Tecnolo´gico Metropolitano, deciden no participar en el
proyecto. A partir de esto, el grupo experimental y el grupo control quedan conformados
por 39 y 25 alumnos respectivamente.
A.3.1. Grupo experimental y grupo de control
Para realizar la intervencio´n pedago´gica, el grupo experimental y el grupo control
reciben las clases magistrales de acuerdo con el programa acade´mico correspondiente,
sin embargo, los alumnos del grupo experimental son sometidos a la aplicacio´n del
mo´dulo de instruccio´n disen˜ado por el grupo de docentes, en horarios diferentes a
los programados para las clases habituales y con una intensidad horaria de 4 horas
semanales adicionales a las de su jornada acade´mica, durante 8 semanas. Cabe recalcar
que los alumnos implicados en la investigacio´n no presentan cara´cteristicas resen˜ables
distintas a la generalidad de los alumnos universitarios de los primeros semestres y,
adema´s de esto, su participacio´n en la intervencio´n pedago´gica es voluntaria, y no
es motivada por intereses econo´micos y/o acade´micos fuera de los establecidos por el
reglamento universitario.
Para comprobar, el supuesto de que la aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n ayudo´
a progresar a los estudiantes ubicados en el Nivel II de razonamiento al Nivel III,
se aplica nuevamente el test denominado “Curvas y Tangentes”, para obtener otros
centros iniciales de los grupos experimental y de control. Dichos centros se muestran
en las Tablas A.6 (p. 149) y A.7 (p. 149).
Con estos datos y aplicando nuevamente al algoritmo k-means se obtienen los
siguientes resultados para dichos grupos:
Grupo experimental: Se clasifican 38 alumnos en el Nivel III de razonamiento
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Nivel I Nivel II Nivel III
0,00 1,00 0.697
0,00 1,00 0,909
0,00 1,00 0,909
0,00 1,00 0,909
0,00 1,00 0,879
0,00 1,00 0,970
0,00 0,00 0,788
0,00 1,00 0,879
0,00 0,00 0,848
0,00 1,00 0,727
0,00 1,00 0,727
0,00 1,00 0,939
0,00 1,00 0,879
0,00 1,00 0,879
0,00 1,00 0,909
0,00 0,00 0,818
0,00 1,00 0,939
0,00 1,00 1,00
0,00 0,00 0,758
0,00 1,00 0,939
0,00 0,00 0,606
0,00 0,00 0,545
0,00 0,00 0,818
0,00 1,00 0,576
0,00 0,00 0,848
Tabla A.6: Medias grupo experimental
Nivel I Nivel II Nivel III
0,00 0,00 0,250
1,00 0,00 0,500
0,00 0,00 0,750
1,00 0,00 1,00
0,500 0,00 1,00
0,500 0,00 0,750
0,00 0,00 0,750
0,500 0,00 0,500
0,00 0,00 1,00
0,00 0,00 0,750
0,00 0,00 0,750
0,500 0,00 0,750
0,00 0,00 1,00
0,00 0,00 1,00
0,00 0,00 0,750
0,500 0,00 0,500
0,00 0,00 1,00
0,00 0,00 1,00
0,00 0,00 0,750
0,00 0,00 0,750
0,00 0,00 0,250
0,500 0,00 0,500
0,00 0,00 0,500
0,00 0,00 0,500
0,00 0,00 0,750
Tabla A.7: Medias grupo control
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y 1 alumno en el Nivel II, la convergencia de la solucio´n se alcanza en la iteracio´n 11
con una distancia mı´nima entre los centros iniciales de 2,272.
La Figura A.5 (p. 150), muestra como esta´n distribuidos los alumnos en cada uno
de sus grupos. Y como se indico anteriormente so´lo uno de ellos, el alumno A24, no
pertenece al grupo de alumnos clasificados en el Nivel III. Cabe resaltar que no hay
mapa territorial o indicacio´n de los centrioles, debido a que no hay alumnos en el Nivel
I, solo hay un alumno en el Nivel II y los 38 restantes esta´n en el Nivel III.
Figura A.5: Distribucio´n del grupo experimental, despue´s de la aplicacio´n de las
experiencias de aprendizaje.
As´ı mismo, se puede observar que con el criterio mostrado en la Tabla A.4 (p.
145), se clasifican 34 alumnos de 39 que participaron en el grupo experimental, de los
cuales 33 alumnos fueron clasificados en el Nivel III y 1 permanecio´ en el Nivel II.
Es importante resaltar, que este nu´mero de alumnos corresponde al 87.17% del total
del grupo experimental, que en comparacio´n con la primera clasificacio´n, que fue del
11.69% del total de la muestra, evidencia un aumento significativo en la clasificacio´n
de los alumnos con este criterio tan riguroso.
Grupo de control: Se clasifican 6 alumnos en el Nivel III, 12 alumnos en el Nivel
II y 7 alumnos en el Nivel I la convergencia de la solucio´n se alcanza en la iteracio´n 11
con una distancia mı´nima entre los centros iniciales de 2,272.
Las Figuras A.6 (p. 151), A.7 (p. 151), A.8 (p. 151) y A.9 (p. 151), muestran como
esta´n distribuidos los alumnos en cada uno de sus grupos y sus respectivos centroides.
En estas Figuras, se muestra claramente que los diferentes grupos de alumnos esta´n
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Figura A.6: Distribucio´n del grupo de
control, en el Nivel I de razonamiento.
Figura A.7: Distribucio´n del grupo de
control, en el Nivel II de razonamiento.
Figura A.8: Distribucio´n del grupo de
control, en el Nivel III de razonamiento.
Figura A.9: Mapa territorial y ubicacio´n de
todos los centroides.
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demasiado pro´ximos a sus centriodes, indicando que existe una distribucio´n uniforme
en cada uno de ellos. Una forma de analizar las Figuras hasta aqui mostradas, es
comparar la presentada para la distribucio´n del grupo experimental (Ver Figura A.5,
p. 150), con el mapa territorial del grupo control (Ver Figura A.9, p. 151), donde se
observa que las distribuciones mantienen el mismo patro´n de comportamiento, que es
el de alargamiento alrededor del centroide. As´ı mismo, se pude concluir que el alumno
A24 del grupo experimental, tiene como caracter´ıstica principal ser el centriode de su
grupo.
Un hecho que es importante resaltar en este punto del ana´lisis, es que con el
criterio mostrado en la Tabla A.4 (p. 145), se clasifican solo 2 alumnos de los 25
que pertenecieron al grupo de control, los cuales permanecieron en el Nivel II de
razonamiento, frente a 34 clasificados del grupo experimental.
En conclusio´n, se tiene que despue´s de aplicado a satisfacio´n el mo´dulo de
instruccio´n, se logro que el 97.43%, correspondiente a 38 alumnos de 39 del grupo
experimental, haya progresado al Nivel III de razonamiento del modelo educativo de
van Hiele, frente al 24%, correspondiente a 6 alumnos de 25 del grupo control, en el
que solo fue utilizada la metodolog´ıa tradicional, es decir, la explicacio´n global de los
temas del curso de Ca´lculo I, confirmando lo hallado por Esteban ([12]) en su Tesis
doctoral.
Ape´ndice B
Entrevistas
L
a entrevista, dentro del a´mbito de la educacio´n, tiene entre sus finalidades
la obtencio´n de informacio´n acade´mica y/o personal que resulta importante
dentro de un proceso de investigacio´n. En una entrevista intervienen
principalmente dos sujetos, el entrevistador (profesor) y el entrevistado
(alumno), donde el primero, adema´s de tomar la iniciativa de la conversacio´n, plantea
mediante preguntas espec´ıficas cada tema de su intere´s y decide en que´ momento el
tema ha cumplido sus objetivos y el segundo facilita informacio´n sobre s´ı mismo, su
experiencia o el tema en cuestio´n.
En la investigacio´n sobre el modelo de van Hiele predomina la utilizacio´n de
entrevistas individualizadas entre el profesor y cada alumno para determinar el nivel de
razonamiento. Estas entrevistas individuales suelen denominarse entrevistas cl´ınicas
y en ellas, el profesor plantea diversas actividades y dialoga con el alumno a tenor de su
forma resolverlas y del nivel de razonamiento que vaya mostrando durante la entrevista,
lo anterior se puede evidenciar en las contribuciones hechas al modelo educativo de
van Hiele en el a´mbito del ca´lculo, en particular al concepto de aproximacio´n local,
por Llorens ([14]), Campillo ([6]), Esteban ([12]), Jaramillo ([21]), de la Torre ([8]) y
Navarro ([22]) en sus respectivas Tesis Doctorales.
En este Anexo, se mostrara´ la transcripcio´n de cinco (5) entrevistas, en donde se
podra´ observar la diferencia en el lenguaje empleado por los alumnos, cuando se refieren
al concepto de aproximacio´n local, en su manifestacio´n de recta tangente a una curva
plana en un punto dado sobre ella, permitiendo resaltar la efectividad del mo´dulo de
instruccio´n aplicado frente a este concepto.
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Transcripcio´n de las entrevistas
Al final del proceso de investigacio´n, se entrevistaron diferentes grupos de alumnos,
a saber: el grupo experimental, el grupo control y un grupo de alumnos que no hab´ıan
realizado un curso de ca´lculo I (ca´lculo dferencial) a nivel universitario. De estas, se
transcribieron las entrevistas de 5 alumnos, de los cuales dos (2) pertenecen al grupo
experimental, dos (2) pertenecen al grupo control pero uno de ellos progreso´ al Nivel III
de razonamiento y el otro no, y un u´ltimo alumno, que no hab´ıa estado matriculado en
un curso de Ca´lculo I a nivel universitario, lo cual implica, que la informacio´n de este,
acerca del concepto trabajado durante la aplicacio´n del proyecto, la hab´ıa adquirido en
la educacio´n media.
Dichas entrevistas no tienen un estructura jera´rquica predefinida, debido a las
caracter´ısticas propias de los entrevistados, sin embargo, sirven como un respaldo que
evidencia las diferencias entre los alumnos sometidos a la intervencio´n pedago´gica y
aquellos que no participaron de la misma, frente a los siguientes aspectos:
El lenguaje utilizado por los alumnos.
La aplicacio´n de dicho concepto, en otros campos del saber.
La estructura de las definiciones presentadas por cada uno de ellos, frente al
concepto objeto de estudio.
La nomenclatura utilizada para dichas entrevistas, es la siguiente: El docente
que esta´ realizando la entrevista a partir del momento se denominara´ Profesor y
el entrevistado a partir del momento se denominara´ Alumno. Es importante aclarar,
que en las entrevistas no se utilizara´n los nombre de los alumnos entrevistados, debido
a una condicio´n de confidencialidad impuesta por ellos al inicio del proceso.
B.1. Entrevista 1
Profesor: Buenos d´ıas, ¿cua´l es tu nombre?
Alumno: Buenos d´ıas profesor, mi nombre es E1
Profesor: ¿Cua´l es la carrera que realizas actualmente?, ¿en que´ semestre te
encuentras?
Alumno: Estoy estudiando, Ingenier´ıa Qu´ımica y acabo de terminar el primer
semestre.
Profesor: En relacio´n al a´rea de matema´ticas, ¿que´ materias cursaste, en el
semestre que acabas de concluir?
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Alumno: Geometr´ıa Euclidiana, Matema´ticas Operativas y Ca´lculo I
Profesor: ¿Quie´n fue el profesor de Ca´lculo I?
Alumno: Usted,...Ja, Ja, Ja.
Profesor: Por favor menciona el nombre, del docente.
Alumno: Edison Vasco.
Profesor: Haz participado en proyectos de investigacio´n, que involucren algu´n
concepto del ca´lculo.
Alumno: S´ı
Profesor: ¿Cua´l concepto?
Alumno: El de recta tangente a una curva. Uhmm... pero hab´ıan otros conceptos,
como el punto, la recta, el haz de secantes, la tangente, la curva, que tambie´n se
trabajaron.
Profesor: ¿Y como podr´ıas definir dicho concepto?
Alumno: Como el l´ımite del haz de secantes.
Profesor: E1, aplicando esta definicio´n que me acabas de dar, podr´ıas encontrar
la recta tangente a cualquier curva, en cualquier punto sobre ella.
Alumno: Profe, no siempre se puede aplicar el haz.
Profesor: ¿Porque´?
Alumno: Porque hay puntos sobre las graficas donde el haz no se estabiliza.
Profesor:E1, descr´ıbeme con tus propias palabras, como son las graficas en las
cuales no se estabiliza el haz de secantes.
Alumno: Los graficas que tienen “picos”o muchas oscilaciones.
Profesor: Pero este feno´meno, de que no se estabilizan, sucede en todos los puntos
de la gra´fica.
Alumno: No profe..., por ejemplo en las que tiene “ pico” en el “ pico”, las de las
oscilaciones en lugar donde se ven los puntos demasiado juntos.
Profesor: E1, realmente no me queda claro, lo que me quieres decir...
Alumno: Profe, pre´steme una hoja que yo se lo grafico.
Alumno: Mire profe las graficas, pero ubiquese en estos puntos.
Profesor: Uhmm... Ahora, marca por favor, cada una de las gra´ficas que acabas
de realizar.
Alumno: ... Listo
Profesor: En relacio´n a la Figura A, porque dices que el haz de secantes no se
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estabiliza en ese punto.
Alumno: Porque, al trazar secantes por la derecha y por la izquierda del punto,
no se estabilizan en una sola recta.
Profesor: ¿Y que problema hay?, ¿sera´ que no pueden ser dos tangentes?
Alumno: No profe, porque el haz de secantes debe estabilizarse en una sola recta...
y esta es la tangente. Adema´s, como esto es una especie de l´ımite, debe acercarse por
la derecha y por la izquierda a la misma recta, lo cual no sucede en este caso.
Profesor: En relacio´n a la Figura B, porque dices que el haz de secantes no se
estabiliza en este punto.
Alumno: Mire profe, usted recuerda que una de las actividades que se hizo con el
profesor de EAFIT, ten´ıamos la misma curva y lo que pasaba era que no se determinaba
ni siquiera la direccio´n de la tangente... eso sal´ıan rectas para todos lados y no tend´ıan
a parar en una sola.
Profesor: Uhmm... y que es eso de la direccio´n.
Alumno: Ah, es si la recta tangente es horizontal, vertical o Oblicua.
Profesor: Bueno E1, te quedamos muy agradecidos por el comportamiento y la
sinceridad en las respuestas.
Alumno: Con gusto profe.
B.2. Entrevista 2
Profesor: Buenos d´ıas, ¿cua´l es tu nombre?
Alumno: Buenos d´ıas, mi nombre es E2.
Profesor: ¿Cua´l es la carrera que realizas actualmente?, ¿en que´ semestre te
encuentras?
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Alumno: Soy estudiante de Ingenier´ıa Electro´nica y voy para el segundo semestre.
Profesor: En relacio´n al a´rea de matema´ticas, ¿que´ materias cursaste, en el
semestre que acabas de concluir?
Alumno: Geometr´ıa Euclidiana, Matema´ticas Operativas y Ca´lculo I
Profesor: Diga el nombre del profesor de Ca´lculo I
Alumno: Edison Vasco.
Profesor: Haz participado, en proyectos de investigacio´n que involucren algu´n
concepto del ca´lculo.
Alumno: S´ı, el semestre que paso´.
Profesor: ¿Cua´l concepto?
Alumno: El de recta tangente.
Profesor: Podr´ıas especificar ma´s acerca del concepto estudiado.
Alumno: No entiendo profesor,. . . pero si usted quiere yo se lo defino.
Profesor: Esta bien, E2. Def´ınelo.
Alumno: La recta tangente a una curva en un punto sobre ella, es la recta donde
se estabiliza el haz de secantes.
Profesor: E2, todas las curvas tienen tangente.
Alumno: Profe, eso depende del punto de la curva.
Profesor: Como asi...
Alumno: Pues si la curva termina en pico, ah´ı no hay tangente y si no puedo
identificar el punto, como cuando hay oscilaciones muy repetidas, tampoco.
Profesor: Puedes representar estas situaciones
Alumno: Claro, profe.
Profesor: Pero por favor marca cada grafica y ubica el punto donde no hay
tangente. . .
Alumno: Listo.
Profesor: En relacio´n a la gra´fica 1, porque dices que el haz de secantes no se
estabiliza en ese punto.
Alumno: Mire profe que si aplico el mecanismo por la derecha se estabiliza en
otra l´ınea diferente a si aplico el mecanismo por la izquierda.
Profesor: ¿Y que problema hay?
Alumno: Como as´ı que problema hay profe, recuerde que la tangente es u´nica.
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Profesor: ¿Y porque es u´nica?
Alumno: Profe como se lo acabe de decir el haz de secantes se estabilza en una
sola recta y esta´ es la tangente.
Profesor: En relacio´n a la gra´fica 2, porque dices que el haz de secantes no se
estabiliza en este punto.
Alumno: Lo que esta pasando profe es que... Mire y vera que estas oscilaciones no
permiten, identificar los puntos cada vez ma´s cercanos y por lo tanto no puedo aplicar
el mecanismo.
Profesor: Bueno E2, te agradecemos que nos permitieras entrevistarte.
Alumno: Con gusto profe. Que este´n bien.
B.3. Entrevista 3
Profesor: Buenos d´ıas, ¿cua´l es tu nombre?
Alumno: Buen d´ıa profesor, mi nombre es E3.
Profesor: ¿Cua´l es la carrera que realizas actualmente?, ¿en que´ semestre te
encuentras?
Alumno: Estoy estudiando, Ingenier´ıa Industrial y voy a comenzar el segundo
semestre.
Profesor: En relacio´n al a´rea de matema´ticas, ¿que´ materias cursaste, en el
semestre que acabas de concluir?
Alumno: Geometr´ıa Euclidiana, Matema´ticas Operativas y Ca´lculo I
Profesor: Diga el nombre del profesor de Ca´lculo I
Alumno: Edison Dar´ıo Vasco Agudelo.
Profesor: Haz participado en proyectos de investigacio´n, que involucren algu´n
B.3 Entrevista 3 159
concepto del ca´lculo.
Alumno: No, pero usted me pidio que respondiera un test, con relacio´n al ca´lculo.
Profesor: Recuerdas el nombre del test y en que fecha se te aplico.
Alumno: No profe, yo recuerdo que me lo aplico´ al inicio y al final del semestre,
y que contenia preguntas sobre las tangentes, las curvas y otras figuras ah´ı..
Profesor: Espec´ıficamente, que recuerdas que se te pregunto acerca del concepto
de tangente.
Alumno: No profe, no recuerdo que me preguntaban acerca de eso.
Profesor: E3, de acuerdo a lo vivido en el curso de Ca´lculo I. Define lo que es una
recta tangente a una curva.
Alumno: Haber profe, yo recuerdo de que eso lo vimos cuando empezamos
Derivadas y usted lo definio como un l´ımite.
Profesor: Pero au´n no diste respuesta a mi pregunta. Por favor define con tus
propias palabras lo que es una recta tangente a una curva.
Alumno: Profe, es la recta que puede tocar o cortar a la curva en un punto o en
varios puntos y a la recta en infinitos puntos.
Profesor: ¿Y porque puedes afirmar que la recta tangente toca a la l´ınea recta en
infinitos puntos?
Alumno: Profe, por que tienen la misma pendiente.
Profesor: Explicate mejor.
Alumno: Haber,..., usted sabe que la ecuacio´n de la recta es y = mx+ b y que
la derivada de esta es y′ = m y como pasan por un punto de la recta, por la ecuacio´n
punto pendiente son la misma recta.
Profesor: Conoces algu´n me´todo, con el que puedas comprobar que la afirmacio´n
anterior es cierta.
Alumno: No profe, no conozco y no creo que halla ninguno, pues usted nos lo
hubiera ensen˜ado.
Profesor: Uhmm...De acuerdo a lo anterior que necesitarias para comprobar que
una recta es tangente a una curva o otra recta.
Alumno: Lo que yo necesito, es la ecuacio´n y un punto.
Profesor: E3, observa la curva que te va a mostrar el profesor Jorge.
Alumno: Listo, profe.
Profesor: Crees que la recta 1 es tangente a la curva, en ese punto
Alumno: S´ı, profe.
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Profesor: Porque´ estas tan seguro.
Alumno: Porque uno ve.
Profesor: E3, ahora el profesor Jorge le va a trazar otra recta a la misma curva....
Observala por favor.
Alumno: Listo, profe.
Profesor: ¿Cua´l de las dos rectas es la tangente a la curva?, ¿sera´ que´ las dos
rectas son tangentes a la curva?
Alumno: Profe, como no conozco la ecuacio´n, ni las coordenadas, no puedo hacer
nada, y usted nos dijo que la tangente era u´nica, entonces...
Profesor: Entonces que...
Alumno: No profe, no le puedo decir nada, yo no se cual es.
Profesor: Esta bien E3, ahora observa, esta otra figura.
Alumno: Aja..
Profesor: Puedes trazar la recta tangente a esa curva en el punto indicado.
Alumno: No profe, ya le indique que no se como hacerlo.
Profesor: Vuelve a observar la figura, en el mismo punto y observa que el profesor
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Jorge te ha trazado una recta, y le coloca el ro´tulo de tangente. ¿Crees que eso puede
ser cierto?
Alumno: Profe, no lo se, ya que la recta parece ser vertical y estas rectas tienen
pendiente indefinida, Uhmm..., no, no no es la tangente.
Profesor: Bueno E3, te agradecemos que nos permitieras entrevistarte.
Alumno: De nada profe.
B.4. Entrevista 4
Profesor: Buenos d´ıas, ¿cua´l es tu nombre?
Alumno: Buenos d´ıas profesor, mi nombre es E4.
Profesor: E4, en relacio´n al a´rea de matema´ticas, ¿que´ materias cursaste, en el
semestre que acabas de concluir?
Alumno: Geometr´ıa Euclidiana, Matema´ticas Operativas y Ca´lculo I
Profesor: ¿Co´mo se llama el profesor de Ca´lculo I?
Alumno: Edison Vasco.
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Profesor: Has participado en proyectos de investigacio´n, que involucren algu´n
concepto del ca´lculo.
Alumno: No, profe.
Profesor: Has resuelto algu´n tipo de test, que involucre algunos de los conceptos
vistos en el curso de Ca´lculo I.
Alumno: Si profe, uno que usted nos hizo.
Profesor: Que conceptos, de los que tu´ te acuerdas, intervenian en dicho test.
Alumno: Yo recuerdo, que se habla de la tangente, de una forma para hallarla,
de curvas, de secantes, Uhmm..., listo.
Profesor: ¿Co´mo diferenciarias una recta secante de una tangente?
Alumno: Es que la secante, corta a la curva en al menos dos puntos, y la tangente
la toca en uno o en infinitos puntos.
Profesor: Podr´ıas respresentarlo.
Alumno: Pre´steme una hoja de papel, y le muestro...
Profesor: Ahora E4, de acuerdo a lo que acabas de graficar, en la figura que
representa la tangente, ¿co´mo estas seguro de que esa y no es otra?
Alumno: Profe, por la forma en que yo la grafique, creo que es la tangente, pero
no tengo forma de probarlo.
Profesor: E4, anteriormente, me dijiste que en un test que habias desarrollado,
hay un me´todo para hallar la tangente. ¿Cua´l era? y ¿te podra´ ayudar con la pregunta
anterior?
Alumno: Si estoy bien, se llama haz de secantes y depronto me puede ayudar,
porque con el test se puede deducir que cuando el haz de secantes se va... juntando, o
se estabiliza en una recta, esta es la tangente.
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Profesor: Ahora E4, de nuevo, ¿co´mo estas seguro de que esa es la recta tangente
y no es otra?
Alumno: Profe, pre´steme la gra´fica un momento...
Comentario: El estudiante, comienza con la construccio´n del haz de secantes,
para tratar de deducir si era la recta tangente o no. Y muestra la siguiente figura.
Alumno: Profe, as´ı esta bien.
Profesor: E4, que´ buscabas con esto.
Alumno: Profe, es que yo me acuerdo que en el test, utilizaban este proceso,
cuando hablaban de la tangente, y usted lo utilizo cuando empezamos derivadas... pero
no me acuerdo si sigo hasta el punto o no.
Me podr´ıas indicar, se debo seguir el proceso.
Profesor: Ce´sar, debes trazar secantes que pasen por puntos cada vez ma´s
cercanos al punto que tu´ marcaste.
Alumno: Listo profe, me presta otra hoja por favor...
Comentario: El profesor Jorge Bedoya, realiza una copia fiel de la curva que el
estudiante hizo, para que e´l mostrara su forma de razonar nuevamente el problema con
la indicacio´n dada.
Alumno: Profe, listo..., as´ı esta bien.
Profesor: Muy bien E4, pero, ¿que´ me quieres indicar con esto?
Alumno: Profe, esa no era la tangente.
Profesor: Y ¿porque´?
Alumno: Las secantes no se estabilizaron en ella.
Profesor: Que´ ma´s puedes concluir a trave´s de esto que acabas de realizar.
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Alumno: Que para saber si una recta es tangente, las secantes de deben estabilizar
ah´ı.
Profesor: Y bueno E4, que pasa con la tangente a la siguiente curva.
Alumno: Uff, esa es muy fa´cil profe, porque la tangente es ella misma... no ve que
la recta y la tangente tienen la misma pendiente y pasan por los mismos puntos.
Profesor: E4 muchas gracias.
Alumno: Con gusto.
B.5. Entrevista 5
Profesor: Buenos d´ıas, ¿cua´l es tu nombre?
Alumno: Buenos d´ıas, Mi nombre es E5.
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Profesor: ¿Cua´l es la carrera que realizas actualmente?, ¿en que semestre te
encuentras?
Alumno: Ingenier´ıa de Materiales, y voy para el segundo semestre
Profesor: En relacio´n al a´rea de matema´ticas, ¿que´ materias cursaste, en el
semestre que acabas de concluir?
Alumno: Geometr´ıa Euclidiana
Profesor: Haz participado, en proyectos de investigacio´n que involucren algu´n
concepto del ca´lculo.
Alumno: No, no he participado en ninguno.
Profesor: ¿Que´ entiendes o como defines un punto?
Alumno: Es la huella que deja un la´piz sobre el papel cuando se deja caer, pero
en el curso de Geometr´ıa concluimos que un punto es un punto y punto.
Profesor: A partir de las dimensiones ancho, largo y alto, ¿cua´l(es) crees que
posee el punto?
Alumno: Puede poseer ancho y largo segu´n su forma
Profesor: Entonces, ¿que´ forma le asignar´ıas al punto?
Alumno: Profe, puede ser un c´ırculo o un cuadrado.
Profesor: Bueno, a partir de la definicio´n que diste de punto, que entiendes o ma´s
como defines una l´ınea recta.
Alumno: Ah, es la unio´n de muchos puntos colineales.
Profesor: ¿Y que es una curva?
Alumno: No sabr´ıa como definirla, pero se puede imaginar como una carretera
en forma de zig-zag.
Profesor: ¿Crees que la recta es un caso especial de la curva?
Alumno: ¡Por supuesto que no profe!, no ve que la recta es colineal y la curva no.
Profesor: Bueno E5, en la hoja de papel que se te entrego, dibuja una curva,
cualquiera y una l´ınea recta.
Alumno: Listo profe...
Profesor: Ahora, ubica un punto sobre cada una de ellas.
Alumno: Listo
Profesor: Dibuja la recta que consideres, es la tangente a cada una de esas curvas
en el punto que indicastes.
Alumno: Listo.
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Profesor: Con base a las rectas, que consideras que son las tangentes a las curvas
que tu´ dibujaste. Define que es la recta tangente.
Alumno: Profe, la tangente es la recta toca a la grafica en un solo punto.
Profesor: E5, ¿cua´ndo una recta toca a una grafica?.
Alumno: Cuando ellas se cortan en un solo punto.
Profesor: Entonces, que la recta toque o corte a una gra´fica, significa lo mismo
Alumno: Uhmm..., eso depende de la curva Profe. Por que si es un circulo lo toca
solamente y cualquier otra la corta y la toca.
Profesor: En la hoja que te va a mostrar el profesor Jorge, se representa una
situacio´n donde se puede observar como un automo´vil, toma a gran velocidad una
curva. Si la puerta derecha del automo´vil se encuentra abierta, dibuja la trayectoria de
un objeto que se sale del veh´ıculo, justo en este momento. Justifica tu respuesta.
Alumno: Profe, eso depende de la velocidad, de la forma del objeto, del peso.
Pero, creo que la trayectoria podr´ıa ser esta (Sen˜ala en la figura).
Profesor: Encuentras algu´n tipo de relacio´n de este movimiento, con lo discutido
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hasta ahora.
Alumno: Profe, que tiene que ver esto con lo que usted me esta preguntando, yo
no le veo ninguna relacio´n.
Profesor: Tranquila E5. Ahora, te vamos a mostrar otra figura, en donde se te
representa una curva y dos rectas que parecen ser tangentes. ¿Cua´l de las dos es la
recta tangente?, ¿sera´ que las dos son tangentes?
Alumno: Profe, me parece que las dos son tangentes.
Profesor: ¿Por que´?
Alumno: Por que ambas la tocan en un solo punto.
Profesor: Bueno E5, te agradecemos que nos permitieras entrevistarte.
Alumno: Con gusto profe.
Ana´lisis de las entrevistas
Como se indico´ al inicio del Anexo, las entrevistas esta´n enfocadas en mostrar las
diferencias entre los diferentes grupos de alumnos, frente aspectos como el lenguaje,
la aplicacio´n del concepto y la estructura de las definiciones. Para cumplir con este
propo´sito se realiza el siguiente ana´lisis:
Entrevistas 1 y 2: Estas fueron realizadas a dos de los alumnos participantes
del proyecto de investigacio´n, y en ellas se observa claramente la ratificacio´n de los
resultados obtenidos durante el ana´lisis correspondiente al grupo de alumnos que
progreso al Nivel III de razonamiento, pero de ellas se la propiedad con la que los
alumnos entregan las definiciones, ya que, au´n con la rapidez y estructuracio´n de
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la entrevista, no recurren a errores conceptuales para dar respuesta a las preguntas
planteadas, mostrando un manejo integro del concepto de aproximacio´n local en su
manifestacio´n de recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella.
Entrevista 3: Esta entrevista fue realizada a un alumno, que originalmente fue
ubicado en el Nivel II de razonamiento, no participo´ en el proyecto de investigacio´n y
despue´s de volver a aplicar el test permanecio´ en dicho nivel.
De esta entrevista se resalta el hecho, que el alumno aunque ha sido sometido a la
aplicacio´n del test “Curvas y Tangentes”, no ha mejorado su forma de razonar frente al
concepto objeto de estudio, esto lo evidencia en el momento en el que el docente le pide
que defina la recta tangente a una curva, este recurra a las expresiones algebraicas para
tratar de definirla a trave´s del concepto de derivada y as´ı mismo, como no conoce la
ecuacio´n de la expresio´n no es capaz de determinar si una recta es tangente a una curva
o no, y tampoco es capaz de comprobar su unicidad, adema´s, cuando se le presentan
algunas curvas patolo´gicas no reconoce sobre ellas la direccio´n de la recta tangente.
As´ı mismo, este alumno continu´a manteniendo ima´genes conceptuales que impiden el
progreso hacia un nivel superior de razonamiento.
Entrevista 4: Esta entrevista fue realizada a un alumno, que originalmente fue
ubicado en el Nivel II de razonamiento, no participo´ en el proyecto de investigacio´n y
despue´s de volver a aplicar el tets, resulto que progreso´ en su nivel de razonamiento
frente al concepto objeto de estudio.
De esta entrevista se resalta el hecho, que el alumno aunque no participo´ de la
investigacio´n, acepta algunos de los procesos de razonamiento infinito, ya que en s´ı
mismos los test escritos son un gran aporte de informacio´n, pero no tiene formado de
una manera concreta en su estructura cognitiva una red completa de relaciones bien
establecida frente a este concepto.
Adema´s, aunque el alumno conoce el mecanismo del haz de secantes y sabe lo que
puede determinar la recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella,
y bajo una somera orientacio´n trata de implementar este mecanismo para determinar
una recta tangente, y comprobar si en realidad una recta es tangente o no, realmente de
acuerdo con su forma de expresarse, este alumno no lo siente la necesidad de verificar
que la sola apariencia no describe el concepto de tangente y que la e´sta debe de cumplir
una propiedad adicional, que es la que realmente la caracteriza, que es ser el final de un
proceso de aproximacio´n, y en este mismo sentido no reconoce la necesidad de llevar
a cabo el proceso para distinguir aquellas rectas que son tangentes a una curva en
un punto dado, de las que no lo son. Es importante, realizar una comparacio´n entre
los alumnos de las entrevistas tres (3) y cuatro (4), ya que el primero no revelo haber
utilizado el test aplicado como una experiencia de aprendizaje, mientras que el segundo
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si lo hizo.
As´ı mismo, se observa que hay una seria diferencia entre un alumno que ha
progresado al Nivel III por medio de la aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n del que
solo esta´ ubicado en este Nivel, solamente a trave´s de la aplicacio´n se test. Esta idea
se refuerza en el Cap´ıtulo 5 (p. 129).
Entrevista 5: Esta entrevista fue realizada a un alumno, que no hab´ıa realizado un
curso de ca´lculo diferencial, no participo´ en el proyecto de investigacio´n y tampoco fue
sometido a la aplicacio´n del test “Curvas y Tangentes”.
Esta informacio´n se hace relevante, en el sentido de que todos los resultados
obtenidos a trave´s de ella, son la muestra de la forma de razonar que tiene un alumno
acerca de los procesos de razonamiento infinito, solo son la instruccio´n dada en el u´ltimo
an˜o de bachillerato. A partir de esto, se observa que mantiene la concepcio´n Euclidea
de recta tangente a una circunferencia 1 y adema´s de esto, no posee en su estructura
cognitiva un mecanismo para determinar si una recta es tangente o no.
A modo personal, los investigadores creemos que es preocupante la forma de
explicacio´n de esos conceptos en la interfase bachillerato - universidad, colocando de
manifiesto un grave problema metodolo´gico en los procesos de ensen˜anza y aprendizaje
de los fundamentos del Ana´lisis Matema´tico en esta instancia.
1La definicio´n dada por Euclides acerca de una recta tangente a un c´ırculo es: “Se dice que una
recta es tangente al c´ırculo cuando lo toca y prolongada no lo corta” ([13], p. 750).
Ape´ndice C
Material en medio magne´tico
P
ara dar cumplimiento a uno de los objetivos propuestos en la fase 3 de
aprendizaje (Ver Cap´ıtulo 3, seccio´n 3.3.3, p. 72), se utiliza una metodolog´ıa
desarrollada por Esteban y Pe´rez Carreras ([59]), en la cual, para ensen˜ar el
concepto de aproximacion local en su manifestacion de recta tangente a una
curva plana en un punto dado sobre ella, se utiliza la visualizacion que se obtiene a
trave´s del mecanismo del haz de secantes, a partir de la implementacio´n del asistente
matematico DERIVEr.
Cabe resaltar que esta metodolog´ıa es apropiada, especificamente en esta etapa del
proceso, pues su implementacio´n no requiere de manipulaciones algebraicas que puedan
entorpecer el razonamiento que los alumnos deben desarrollar y exhibir a lo largo de
la aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n.
Ape´ndice D
Mo´dulo de instruccio´n
D.1. EXPERIENCIA DE APRENDIZAJE
FASE 1: INFORMACIO´N
Nombre: CC o TI:
Objeto de estudio:
• Informar a los estudiantes sobre el campo de estudio en el que se va a trabajar,
el tipo de problemas que se van a plantear, los materiales se van a utilizar.
Adema´s, los estudiantes aprendera´n a manejar el material y adquirira´n una serie
de conocimientos ba´sicos imprescindibles relacionados con el objeto de estudio.
Materiales:
• Un la´piz.
• Una regla sin marcas.
• Cuatro plantillas diferentes, marcadas con los nombres Actividad 3, Actividad
4, Actividad 5 y Actividad 6, con la representacio´n de 11 curvas seleccionadas
previamente por el grupo de investigacio´n.
INSTRUCCIONES.
Cada una de las actividades de la que esta´ compuesta la experiencia de aprendizaje,
debe realizarse completamente, no se debe dejar ninguna actividad en blanco, es decir,
no se debe quedar ninguna actividad sin resolver.
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En cada una de las actividades, contara´s con el material necesario para la
elaboracio´n de la experiencia de aprendizaje, s´ı en algu´n momento necesitas ma´s
material o este no es entregado por favor remitirse al docente y solicitarlo para realizar
la actividad.
Las actividades marcadas como 1 y 2 para e´sta fase, ya se elaboraron. En esta
parte de la experiencia debes comenzar con la actividad 3.
Actividad 1. En la hoja marcada con el nombre de “mapa conceptual”, elabora
un mapa conceptual con los siguientes te´rminos: punto, curva, recta y tangente.
Actividad 2. Realiza el test marcado con el nombre de “Exploracio´n de la idea
de punto”.
Actividad 3.
Marca sobre cada una de las curvas dadas, los puntos que consideres necesario
para describir la forma de la curva. Donde creas conveniente puedes escribir un
comentario sobre esta Actividad a la derecha de la curva.
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• Describe con tus propias palabras la actividad que acabas de realizar.
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Actividad 4.
Para cada una de las curvas ubicadas en la columna izquierda, cuando sea posible,
marca un punto B, sobre ella, a la derecha de A. Partiendo de B marca puntos
cada vez ma´s cercanos a A pero sin sobrepasarlo.
Para cada una de las curvas ubicadas en la columna derecha, cuando sea posible,
marca un punto C, sobre ella, a la izquierda de A. Partiendo de C marca puntos
cada vez ma´s cercanos a A pero sin sobrepasarlo.
Donde creas necesario puedes escribir un comentario sobre esta actividad a la
derecha de la curva.
Columna izquierda Columna derecha
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• Con tus propias palabras, describe el proceso de marcar puntos sobre una curva
cada vez ma´s cercanos a un punto dado. ¿Para todas las curvas el proceso es el
mismo?
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Actividad 5.
Para cada una de las cuvas:
a. Repite la experiencia anterior.
b. Luego, con la regla traza rectas que pasen por el punto A y por cada uno de los
puntos marcados sobre la curva cada vez ma´s cercanos a A, (rectas secantes)
c. Donde consideres necesario escribe un comentario sobre la actividad a la derecha
de la curva.
Puntos sobre la izquierda de A Puntos sobre la derecha de A
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Responde las siguientes preguntas
a. ¿Que´ le sucede a las rectas secantes cua´ndo se trazan por puntos cada vez ma´s
cercanos a A?
b. Como pudiste notar, en cada caso las curvas a izquierda y a derecha son las
mismas y esta´ marcado sobre ella el mismo punto. S´ı huieras hecho el proceso
de marcar los puntos a izquierda y a derecha sobre la misma curva ¿A que´
conclusiones se podr´ıa llegar?
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Actividad 6. Recapitulacio´n
En la siguiente curva, se presenta, como en casos anteriores, una curva y un punto
ubicado sobre la misma. En ella debes realizar el siguiente proceso:
a. Marca puntos muy proximos tanto a la derecha como a la izquierda de A.
b. Traza las rectas secantes que pasan por A y por los puntos muy proximos a A.
c. Al trazar secantes que pasen sobre la curva, a uno y otro lado del punto dado.
¿Que´ observaste? ¿Que´ conclusiones puedes obtener?
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D.2. EXPERIENCIA DE APRENDIZAJE
FASE 2: ORIENTACIO´N DIRIGIDA
Nombre: CC o TI:
Objeto de estudio:
• En esta fase las experiencias buscan que los alumnos descubran, comprendan y
aprendan los conceptos, relaciones y propiedades de los elementos con que se van
a trabajar. Con ellas, se construira´n los elementos ba´sicos de la red de relaciones
para el nuevo nivel.
Materiales:
• Un la´piz.
• Una regla sin marcas.
• Un cuadernillo
• Un trozo de cuerda
• Un instrumento para cortar: Tijeras o Bistur´ı.
INSTRUCCIONES.
Cada una de las actividades de la que esta´ compuesta la experiencia de aprendizaje,
debe realizarse completamente, no se debe dejar ninguna actividad en blanco, es decir,
no se debe quedar ninguna actividad sin resolver.
En cada una de las actividades, contara´s con el material necesario para la
elaboracio´n de la experiencia de aprendizaje, s´ı en algu´n momento necesitas ma´s
material o este no es entregado por favor remitirse al docente y solicitarlo para realizar
la actividad.
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Actividad 1.
Divide el trozo de cuerda que se te ha entregado por la mitad, toma uno de los
dos trozos resultantes y div´ıdelo por la mitad nuevamente, continua este proceso
hasta donde consideres que se puede realizar.
Preguntas.
¿Cua´ntos cortes pudiste realizar?
¿La cantidad de cortes que realizaste depende del instrumento de corte utilizado?
¿Depende del material?
Si la respuesta anterior es afirmativa. ¿Cua´ntos cortes ma´s crees que puedes
hacer, si tuvieras el material ma´s apropiado para realizar la actividad? Justifica
tu respuesta.
Este proceso puede parar. Justifica tu respuesta.
¿Que´ resultar´ıa si volvieras a unir los trozos cortados?
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Actividad 2.
Para el segmento de recta dado
Dividelo por la mitad, sombrea uno de los dos segmentos resultantes. El trozo sin
sombrear, div´ıdelo nuevamente a la mitad. Repite el proceso anterior. Continua
este proceso hasta cuando consideres que se puede realizar con los instrumentos
utilizados.
Preguntas.
¿Cua´ntas divisiones pudiste realizar aplicando e´ste proceso?
¿Consideras que la cantidad de divisiones hechas depende de la longitud del
segmento? Justifica tu respuesta.
¿Consideras que este proceso puede terminar?
¿Que´ pasa con la regio´n sombreada?
Imaginate un segmento, ¿si empezaras a realizar este proceso mentalmente,
consideras que este podr´ıa terminar?, ¿que´ suceder´ıa con la regio´n sombreada?
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Actividad 3.
Para el segmento de recta dado
Dividelo en tres partes iguales, sombrea la parte de la izquierda y la de la derecha
del segmento resultante. Con el segmento que quedo sin sombrear, repite el
proceso descrito anteriormente. Continu´a este proceso hasta donde consideres
que se puede realizar con los instrumentos utilizados.
Preguntas.
Consideras que este proceso puede terminar.
¿Que´ pasa con la regio´n sombreada?
Imaginate un segmento, ¿Si empezaras a realizar este proceso mentalmente,
consideras que este podr´ıa terminar?, ¿que´ suceder´ıa con la regio´n sombreada?
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Actividad 4.
El siguiente cuadrado
Dividelo en dos partes iguales, sombrea una de ellas. A la parte del cuadrado que
quedo sin sombrear div´ıdela nuevamente en dos partes iguales y de nuevo sombrea
una de ellas. Continua este proceso hasta cuando consideres que se puede realizar
con la ayuda de los instrumentos utilizados.
Preguntas.
El proceso realizado, ¿puede terminar?
¿Que´ pasa con la regio´n sombreada?
Imaginate un cuadrado ¿Si empezaras a realizar este proceso mentalmente,
consideras que e´ste podr´ıa terminar? ¿Que´ suceder´ıa con la regio´n sombreada?
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Actividad 5.
Un pe´ndulo se suelta de la posicio´n A, se deja oscilar libremente sujeto a la fuerza
de la gravedad y a la friccio´n del aire. Progresivamente, se observa la desviacio´n,
hacia la derecha o hacia la izquierda, desde la vertical que pasa por el pivote hasta
el extremo del pe´ndulo, como lo indican las marcas horizontales. Esta accio´n sera´
ilustrada por el docente en el aula de clase, mostrando un pe´ndulo oscilando.
Preguntas.
Consideras que este proceso puede terminar.
Describe con tus propias palabras, ¿que´ observa con el movimiento del pe´ndulo?
Puedes relacionar este movimiento con alguna de las actividades realizadas
anteriormente. Si tu respuesta es afirmativa escribe el nu´mero de la actividad
y representa o describe la similitud entre ellas.
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Actividad 6.
Observa la siguiente secuencia de figuras...
Preguntas.
Consideras que este proceso puede terminar.
Describe con tus propias palabras ¿Que´ pasa con la secuencia de figuras?
Puedes relacionar este movimiento con alguna de las actividades realizadas
anteriormente. Si tu respuesta es afirmativa escribe el nu´mero de la actividad
y representa o describe la similitud entre ellas.
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Actividad 7. Mapa Conceptual
Elabora un mapa conceptual con los te´rminos: Punto, Curva, Recta, Tangente,
Aproximacio´n y Haz de secantes.
D.3 Fase 3. Explicitacio´n 193
D.3. EXPERIENCIA DE APRENDIZAJE
FASE 3: EXPLICITACIO´N
Nombre: CC o TI:
Objeto de estudio:
• Los estudiantes deben intercambiar sus experiencias, comentando las regulari-
dades observadas. Adema´s se debe hacer una revisio´n global del trabajo hecho en
las dos primeras fases, buscando el manejo correcto y bien entendido del mecan-
ismo y, de practica y perfeccionamiento en la forma de expresarse (manejo del
lenguaje).
INSTRUCCIONES.
Es importante recalcar que esta no es una fase de aprendizaje de cosas nuevas, sino
de revisio´n del trabajo hecho anteriormente. Debido a esto las 3 actividades propuestas
para esta experiencia de aprendizaje son:
Actividad 1. Recapitulacio´n de todo el trabajo realizado en las dos fases
anteriores, mediante una experiencia con el asistente matema´tico DERIVE r, de forma
participativa por parte de los alumnos.
Actividad 2.Discusio´n y puesta en comu´n de todo el proceso. Se hara´ e´nfasis en
la forma de expresarse de los estudiantes y, de las relaciones y propiedades establecidas
o creadas durante el transcurso del trabajo.
Actividad 3. Elaborar dos mapas conceptuales, el primero de ellos sera´ disen˜ado
por grupos de tres alumnos con los conceptos: punto, recta, curva, tangente,
aproximacio´n y haz de secantes. El segundo mapa conceptual se hara´ en forma grupal
y tendra´ como eje los mismos conceptos trabajados anteriormente.
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Actividad 4. A continuacio´n se presentan dos columnas, en cada una de ellas
realiza el proceso que se indica:
En esta columna, realiza la gra´fica de
curvas con las cuales no se hayan tra-
bajado anteriormente y que consid-
eres, se les pueda aplicar el mecanis-
mo del haz de secantes para encon-
trar la recta tangente en un punto
dado sobre ella.
En esta columa, realiza la gra´fica de
curvas con las cuales no se hayan
trabajado anteriormente y que con-
sideres, no se les pueda aplicar el
mecanismo del haz de secantes para
encontrar la recta tangente en un
punto dado sobre ella.
Adema´s de realizar las gra´ficas, mar-
ca el punto o el sitio donde el mecan-
ismo del haz de secantes no se puede
aplicar y describe con tus propias
palabras el porque´ de este hecho.
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D.4. EXPERIENCIA DE APRENDIZAJE
FASE 4: ORIENTACIO´N LIBRE
Nombre: CC o TI:
Objeto de estudio:
• En esta fase los estudiantes debera´n completar la red de relaciones que empezo´
a formar en las fases anteriores, dando lugar a que se establezcan las relaciones
ma´s complejas y ma´s importantes.
Materiales:
• Un la´piz.
• Una regla sin marcas.
• Un cuadernillo.
INSTRUCCIONES.
Cada una de las actividades de la que esta´ compuesta la experiencia de aprendizaje,
debe realizarse completamente, no se debe dejar ninguna actividad en blanco, es decir,
no se debe quedar ninguna actividad sin resolver.
En cada una de las actividades, contara´s con el material necesario para la
elaboracio´n de la experiencia de aprendizaje, s´ı en algu´n momento necesitas ma´s
material o este no es entregado por favor remitirse al docente y solicitarlo para realizar
la actividad.
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Actividad 1. En el siguiente croquis,
Se observan dos carros situados sobre una misma v´ıa. El veh´ıculo situado en la posicio´n
A, debido a un descuido del conductor, se sale de la v´ıa en el punto C. Lo mismo le
sucede al veh´ıculo situado en la posicio´n B. Las investigaciones del caso, realizadas
por un ente policial, arrojan como resultado que ambos carros se salieron en forma
tangencial en el punto indicado. Uno de los abogados defensores, alega que el argumento
presentado anteriormente es falso.
Si de alguna manera, en forma contundente, pudieras ayudar al abogado que
alega que el argumento presentado es falso, ¿de que forma lo har´ıas?
Si fuera el caso que alguno de los dos carros, no se hubiera salido de la carretera
en forma tangencial, ¿co´mo probar´ıas cual de los dos carros es? y ¿co´mo podr´ıas
garantizar que el me´todo empleado anteriormente, es el correcto?
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Actividad 2. Observa la siguiente figura.
¿Es posible encontrar la recta tangente a esta curva en el punto indicado? Justifica
tu respuesta.
¿Si no es posible, describe que pasa con la curva en ese punto?
¿Si lo pudieras relacionar con alguna otra de las actividades realizadas, con cual
lo har´ıas y porque´?
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Actividad 3. En la siguiente figura se puede observar como un automo´vil, toma
a gran velocidad una curva. Si la puerta derecha del automo´vil se encuentra abierta,
¿Que´ movimiento describira´ un objeto ubicado en dicha puerta, en el preciso instante
que el automo´vil comience a describir la curva? Justifica tu respuesta.
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Actividad 4. La imagen que se muestra a continuacio´n, describe el siguiente
proceso: se toma un recta´ngulo y con igual base, pero con la mitad de su altura se
construye el siguiente, y as´ı sucesivamente se continu´a con el proceso.
. . .
¿Que´ pasa con el a´rea de los recta´ngulos? Justifica tu respuesta.
¿Puedes graficar este proceso indefinidamente?
Si tu respuesta anterior es NO, ¿De que´ manera puedes representar esta figura?
¿Si pudieras relacionar esta actividad, con alguna de las actividades realizadas
anteriormente con cual lo har´ıas y porque´?
200 Mo´dulo de instruccio´n
Actividad 5. La carpeta de Sierpinski, se forma quitando la novena parte
central de un cuadrado de lado 1. Despue´s se suprimen los centros de los ocho cuadrados
restantes, que son ma´s pequen˜os, y as´ı sucesivamente. La figura anexa muestra los tres
primeros pasos de este procedimiento.
Segu´n el proceso descrito anteriormente
¿Que´ podr´ıas decir acerca de la suma de las a´reas de los cuadrados que se quitaron?
¿Que´ pasa con al a´rea de la carpeta de Sierpinski?
¿Si pudieras relacionar esta actividad, con alguna otra de las actividades realizadas
con cual lo har´ıas y porque´?
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Actividad 6. Observa la siguiente imagen
Se supone que el crecimiento de una persona depende de la edad y se interpreta
este feno´meno como un proceso continuo, ¿que´ pasa con este feno´meno. . . para, sigue,
se estabiliza?
¿Puedes afirmar catego´ricamente cua´l es la estatura de una persona? Justifica tu
respuesta.
¿Si pudieras relacionar esta actividad, con alguna de las actividades realizadas
anteriormente, con cua´l lo har´ıas y porque´?
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Actividad 7. A partir de tus propias experiencias (feno´menos, objetos, hechos,
etc.), construya o cite ejemplos como los anteriores. Adema´s, realiza una interpretacio´n
de la situacio´n descrita y, co´mo y porque´ se relaciona con el objeto de estudio trabajado
hasta el momento.
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D.5. EXPERIENCIA DE APRENDIZAJE
FASE 5: INTEGRACIO´N
Nombre: CC o TI:
Objeto de estudio:
• En esta fase los estudiantes debera´n realizar un mapa conceptual, que permita
verificar la incorporacio´n del lenguaje propio del nuevo nivel.
Materiales:
• Un la´piz.
• Un cuadernillo.
INSTRUCCIONES.
En esta actividad, debes elaborar un mapa conceptual que contenga la mayor parte
de los conceptos trabajados durante el proceso. Real´ızalo con la mayor precisio´n posible
en el manejo del lenguaje, para que as´ı obtengas la mayor cantidad de relaciones va´lidas
posibles.
Actividad 1. En la hoja anexa, elabora un mapa conceptual relacionando los
te´rminos, punto, curva, recta, tangente, haz de secantes y aproximacio´n local.
Ape´ndice E
Participacio´n en Eventos
E
n este Ape´ndice, se presenta una descripcio´n de los art´ıculos realizados
durante el proceso de la elaboracio´n del trabajo de grado, tanto de aquellos
que fueron publicados, como de aquellos que esta´n en proceso de reviso´n a la
fecha de la culminacio´n de la misma. Adema´s de esto, se muestra cada una
de las ponencias realizadas en el mismo periodo, las cuales muestran los avances que
se iban obteniendo durante el proceso.
E.1. Art´ıculos
Durante el proceso de investigacio´n se realizaron cuatro art´ıculos, de los cuales
uno fue publicado, el otro fue revisado, aceptado y esta´ en proceso de publicacio´n y los
otros dos esta´n en proceso de revisio´n.
E.1.1. Los mapas conceptuales como herramienta de explo-
racio´n del lenguaje en el modelo de van Hiele
Pedro Vicente Esteban Duarte, Universidad Eafit, Colombia
Edison Dar´ıo Vasco Agudelo, Universidad de Antioquia, Colombia
Jorge Alberto Bedoya Beltra´n, Instituto Tecnolo´gico Metropolitano, Colombia
Resumen: Los mapas conceptuales tienen por objeto representar relaciones signi-
ficativas entre conceptos en forma de proposiciones, facilitando el ana´lisis del lenguaje
empleado en su construccio´n y poniendo de manifiesto la integracio´n que los aprendices
tienen entre los conceptos empleados para su elaboracio´n. En el modelo educativo de
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van Hiele, es considerado el lenguaje como una de sus caracter´ısticas fundamentales
en el proceso de aprendizaje de un concepto geome´trico o matema´tico y es uno de los
indicadores del nivel de razonamiento en el cual un alumno se encuentra. El modelo
de van Hiele esta´ compuesto por cinco (5) niveles de razonamiento, cinco (5) fases de
aprendizaje y el insight. A partir del ana´lisis del lenguaje se pueden disen˜ar experien-
cias de aprendizaje significativas para potenciar el progreso de un alumno a trave´s de
los niveles de razonamiento postulados por dicho modelo.
En este art´ıculo, nos proponemos mostrar como la implementacio´n de los mapas
conceptu´ales dentro del modelo educativo de van Hiele, ayuda a detectar con claridad el
lenguaje empleado por los alumnos, y as´ı, poder propender no solo por el fortalecimiento
del mismo, sino por el avance en el nivel de razonamiento del alumno, respecto al
concepto de aproximacio´n local en su manifestacio´n de recta tangente a una curva
plana en un punto dado sobre ella.
Estado: Publicado
Revista: Concept Maps: Theory, Methodology, Technology. Proc. of the First
International Conference on Concept Mapping.
Volumen: 2
Codigo ISBN: 84–9769–065–6
Lugar: Pamplona, Espan˜a
An˜o: 2004
Editores: J. D. Novak, A. J. Can˜as, F. M. Gonza´lez.
E.1.2. Los mapas conceptuales como estrategia para desarrol-
lar y evaluar competencias
Pedro Vicente Esteban Duarte, Universidad Eafit, Colombia
Edison Dar´ıo Vasco Agudelo, Universidad de Antioquia, Colombia
Jorge Alberto Bedoya Beltra´n, Instituto Tecnolo´gico Metropolitano, Colombia
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Resumen: Los mapas conceptuales son una herramienta que permite representar
relaciones significativas entre conceptos en forma de proposiciones. E´stos mapas se
basan en la teor´ıa del aprendizaje significativo de David Ausubel, y sirven para indagar
por los saberes previos de los alumnos frente a un concepto espec´ıfico, por la forma
como lo relacionan con otros y por el lenguaje empleado en su elaboracio´n; permiten
entonces realizar un ana´lisis del grado de comprensio´n que los estudiantes poseen del
concepto, con el fin de disen˜ar experiencias de aprendizaje que le ayuden a integrar,
ampliar y modificar la red de relaciones de su estructura cognitiva.
En este art´ıculo se presenta una experiencia de aprendizaje, en la cual se
implementaron los mapas conceptuales en un curso de matema´ticas del primer semestre,
en el INSTITUTO TECNOLO´GICO METROPOLITANO (Medell´ın, Colombia),
con el fin de estudiar los tipos de relaciones que los alumnos hacen de algunos
conceptos ba´sicos de geometr´ıa, promoviendo con su elaboracio´n las competencias de
pensamiento, conocimiento e interaccio´n social, entre otras.
Estado: Revisado y aceptado para publicacio´n.
Revista: Tecnolo´gicas.
Codigo ISBN: Se presenta con la revista
Lugar: Medell´ın , Colombia
E.1.3. Los mapas conceptuales: una herramienta de explo-
racio´n del lenguaje empleado por los estudiantes a la
luz del modelo educativo de van Hiele
Pedro Vicente Esteban Duarte, Universidad Eafit, Colombia
Edison Dar´ıo Vasco Agudelo, Universidad de Antioquia, Colombia
Jorge Alberto Bedoya Beltra´n, Instituto Tecnolo´gico Metropolitano, Colombia
Resumen: El modelo educativo de van Hiele considera al lenguaje como una
de sus caracter´ısticas fundamentales en el proceso de aprendizaje de un concepto
geome´trico o matema´tico y es uno de los indicadores del nivel de razonamiento en
el cual un alumno se encuentra. A partir del ana´lisis del lenguaje se pueden disen˜ar
experiencias de aprendizaje significativas para potenciar el progreso a trave´s de los
niveles de razonamiento postulados por dicho modelo. En este articulo se muestra una
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metodolog´ıa de trabajo, que tiene como base el empleo de los mapas conceptuales,
para estructurar la instruccio´n que se debe presentar a los alumnos en las fases de
aprendizaje para que progresen en su nivel de razonamiento respecto del concepto de
aproximacio´n local en su manifestacio´n de tangente a una curva plana en un punto
dado sobre ella
Modalidad de participacio´n: Reporte de investigacio´n / innovacio´n.
Estado: Publicado.
Revista: Asocolme.
Codigo ISBN: 958-97495-1-8
Lugar: Medell´ın , Colombia
E.1.4. Los mapas conceptuales como herramienta de inda-
gacio´n e integracio´n en las fases de aprendizaje del
modelo de van Hiele
Pedro Vicente Esteban Duarte, Universidad Eafit, Colombia
Edison Dar´ıo Vasco Agudelo, Universidad de Antioquia, Colombia
Jorge Alberto Bedoya Beltra´n, Instituto Tecnolo´gico Metropolitano, Colombia
Resumen: . El modelo educativo de van Hiele se compone de tres partes: los niveles
de razonamiento, el insight y las fases de aprendizaje. De acuerdo con las caracter´ısticas
de dicho modelo, el propo´sito de estos niveles es ayudar a los estudiantes a desarrollar la
percepcio´n (insigth), y los denotaron Nivel 0, predescriptivo; Nivel I, de reconocimiento
visual; Nivel II, de ana´lisis; Nivel III, de clasificacio´n y relacio´n, Nivel IV, de deduccio´n
formal. Para lograr este desarrollo se establecieron algunas caracter´ısticas que deb´ıan
cumplir, entre ellas que los niveles deben ser jera´rquicos, recursivos y secue´nciales,
adema´s formularon como el docente debe impartir la instruccio´n correspondiente a
los alumnos y para ello proponen cinco fases de aprendizaje, que se clasifican como:
indagacio´n, orientacio´n dirigida, explicitacio´n, orientacio´n libre e integracio´n, al final
de las cuales el estudiante habr´ıa alcanzado un nuevo nivel de razonamiento.
En este art´ıculo pretendemos mostrar el lenguaje como elemento esencial para
detectar el nivel de razonamiento en el cual se encuentra un estudiante y a partir
de su ana´lisis disen˜ar experiencias significativas de aprendizaje para potenciar el
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progreso entre los niveles de razonamiento. Tomando como base el objeto de los mapas
conceptuales presentado por ((1),p. 33) que es representar relaciones significativas entre
conceptos en forma de proposiciones”. Estos permiten el ana´lisis del lenguaje empleado
en su construccio´n y colocan de manifiesto el grado de integracio´n entre los conceptos
estudiados, es en este sentido, que la elaboracio´n de mapas conceptuales prueban que
son un recurso valioso para regular la instruccio´n que se debe dar a los estudiantes en
la adquisicio´n e integracio´n de un concepto a su estructura mental, ayudando a mejorar
su nivel de razonamiento.
Estado: Revisado, aceptado y en proceso de publicacio´n.
Revista: Universidad Pontificia Bolivariana.
Codigo ISBN: Se presenta con la revista
Lugar: Medell´ın , Colombia
E.2. Ponencias
A continuacio´n se hara´ una relacio´n de las ponencias, que nos permitieron socializar
los avances del trabajo de grado, estas se realizaron en encuentros, congresos y
seminarios, tanto a nivel internacional, nacional, regional y local.
1. “Propuesta para la construccio´n y ana´lisis del concepto de l´ımite a trave´s de los
mapas conceptuales”. I Encuentro Cient´ıfico Estudiantil de maestros en formacio´n
de Matema´ticas y F´ısica. Universidad de Antioquia, Facultad de Educacio´n. Octubre
de 2002.
2. “Un mapa conceptual de la nocio´n de l´ımite y el empleo del Cmap Tool para su
elaboracio´n”. Primer encuentro de Educacio´n Matema´tica ERM. Universidad del
Quind´ıo. Noviembre de 2002.
3. “Aplicacio´n de los mapas conceptuales como te´cnica para potenciar las fases de
aprendizaje, en el contexto del modelo de van Hiele, en la nocio´n de l´ımite”. I
Jornada de Talleres de Dida´ctica de las Matema´ticas y la F´ısica. Universidad de
Antioquia. Febrero de 2003.
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4. “Propuesta para la construccio´n y ana´lisis del concepto de l´ımite a trave´s de los
mapas conceptuales”. II Jornada de talleres de dida´ctica de las matema´ticas y la
F´ısica. Universidad de Antioquia. 29 y 30 de Julio de 2003.
5. “Propuesta para la construccio´n y ana´lisis del concepto de l´ımite a trave´s de
los mapas conceptuales” - Taller - IV Encuentro de ensen˜anza de las ciencias.
Universidad de Antioquia. Agosto 28 y 29 de 2003.
6. “El concepto de l´ımite desde el punto de vista de control de errores”. IX Encuentro
regional de matema´ticas. ERM. Universidad Surcolombiana, Neiva, 15 al 19 de
Septiembre de 2003.
7. “Aspectos de la ensen˜anza y del aprendizaje del concepto de l´ımite”. - Cursillo -, IX
Encuentro regional de matema´ticas. ERM. Universidad Surcolombiana, Neiva, 15 al
19 de Septiembre de 2003.
8. “Una metodolog´ıa alternativa para la ensen˜anza y el aprendizaje del concepto de
l´ımite”. Expositor - Expouniversidad 2003. Pabello´n cient´ıfico - Universidad de
Antioquia.
9. “El concepto de l´ımite desde el punto de vista del control de errores”. II
Encuentro Cient´ıfico Estudiantil de maestros en formacio´n de Matema´ticas y F´ısica.
Universidad de Antioquia, Facultad de Educacio´n. Marzo de 2004.
10. “Los mapas conceptuales como herramienta de indagacio´n en las fases de aprendizaje
del modelo de van Hiele”. X Encuentro de la Escuela Regional de Matema´ticas.
Universidad de Medell´ın. Medell´ın, 12 al 16 de Julio de 2004.
11. Los mapas conceptuales como herramienta de exploracio´n del lenguaje en el modelo
de van Hiele. Concept Maps: Theory, Methodology, Technology. Proc.of the First
International Conference on Concept Mapping. Universidad Pu´blica de Navarra,
Pamplona - Espan˜a, 14 - 17 de Septiembre de 2004.
12. “Construccio´n y ana´lisis del concepto de l´ımite a trave´s de los mapas conceptuales”.
Sexto encuentro colombiano de matema´tica educativa. Universidad de Antioquia.
Medell´ın, 7 al 9 de Octubre de 2004.
13. “Los mapas conceptuales como herramienta de indagacio´n e integracio´n en las fases
de aprendizaje del modelo de van hiele”. VI Jornadas del maestro investigador.
Universidad Pontificia Bolivariana. Medell´ın, 8 de Octubre de 2004.
14. “Los mapas conceptuales como herramienta de exploracio´n e integracio´n de
conceptos matema´ticos”. XI Encuentro de la Escuela Regional de Matema´ticas.
Universidad del Valle, Facultad de Ciencias Exactas. 27 de Junio al 1 de Julio de
2005.
E.2 Ponencias 211
15. “Aplicacio´n del mo´dulo de instruccio´n, disen˜ado para el concepto de aproximacio´n
local, en el marco de las fases de aprendizaje del modelo de van Hiele”. XI Encuentro
de la Escuela Regional de Matema´ticas. Universidad del Valle, Facultad de Ciencias
Exactas. 27 de Junio al 1 de Julio de 2005.
Ape´ndice F
Art´ıculo
E
n este Ape´ndice, se presenta uno de los resultados obtenidos dentro del
trabajo de investigacio´n. Este consiste en un art´ıculo publicado en Espan˜a
en el marco del “Primer encuentro internacional sobre mapas conceptuales”,
realizado en la Universidad Pu´blica de Navarra (Pamplona – Espan˜a) y
publicado en las memorias del encuentro, en el an˜o 2004.
Es importante mencionar, que uno de los miembros del comite´ editorial del evento
es el doctor Joseph D. Novak, pues es e´l quien lidera, los principales trabajos de
investigacio´n en la aplicacio´n de los mapas conceptuales a nivel mundial. Lo anterior,
resalta la importancia y el me´rito de nuestro trabajo, que permitio´ validar uno de
los supuestos, que es: “los mapas conceptuales, permite explorar el lenguaje utilizado
por un alumno frente al concepto de aproximacio´n local en su manifestacio´n de recta
tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella, en el marco de las fases de
aprendizaje del modelo educativo de van Hiele”.
Ape´ndice G
Test: Curvas y Tangentes
L
a aplicacio´n el test “Curvas y Tangentes”, disen˜ado y validado por Esteban
([12]), en su tesis doctoral, es una tarea central en esta investigacio´n, pues
permite observar la evolucio´n del pensamiento de un alumno en relacio´n
con el concepto objeto de estudio y clasificarlo en un determinado nivel de
razonamiento de acuerdo con el modelo educativo de van Hiele.
Debido al formato empleado para que los alumnos puedan dar su respuesta1, no
es posible que el ana´lisis de una sola de ellas de forma aislada permita determinar el
nivel de razonamiento en el cual se encuentra un alumno, es por ello que este ana´lisis
hay que efectuarlo en relacio´n con el conjunto de repuestas que se obtengan para una
prueba en particular, ya que una misma repuesta puede tener distintos significados para
los distintos niveles de razonamiento, incluso para un nivel especifico, pues un alumno
puede estar en un nivel intermedio y algunas de sus respuestas no son caracter´ısticas
de un determinado nivel.
Teniendo en cuenta los anteriores planteamientos, se aplico´ el test tanto al inicio
como al final del proceso, de tal forma que fuesen en si misma una experiencia de
aprendizaje, orientada a la deteccio´n de los niveles y a provocar el progreso en los
mismos, esto no quiere decir que el objetivo fuese conseguir el progreso hacia el Nivel III
con solo la realizacio´n de estas pruebas, ya que el progreso en los niveles de razonamiento
siempre supone una acumulacio´n de experiencias de aprendizaje y el test escrito es so´lo
una de ellas.
1El formato empleado por Esteban es el de seleccio´n mu´ltiple con una solo escogencia.
